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Einleitung. 

Bei der Feststellung von Tatsaxihen und Größen mit- 
tels sinnlicher Wahrnehmung sind wir Irrtümern und 
Fehlem unterworfen, welche teils der menschlichen ün- 
vollkommenheit, teils der Mangelhaftigkeit der angewandten 
Hilfsmittel und Methoden entspringen. Dies zeigt sich, 
sobald irgend ein von mehreren Menschen beobachteter 
Vorgang genau festgestellt werden will, oder wenn auch nur 
ein einziger Beobachter die Ausdehnung oder die physi- 
kalischen Eigenschaften eines und desselben Gegenstandes 
mehrmals unabhängig bestimmt. Es zeigt sich auch, wenn 
man mehrere Größen, welche vermöge eines Naturgesetzes 
in bestimmter Beziehung zueinander stehen, einzeln und 
unabhängig mißt (z. B. die beiden Katheten und die Hy- 
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die drei Winkel 
eines Dreiecks usw.). 

Will man daher Widersprüche in der Feststellimg von 
Größen oder Tatsachen vermeiden, so muß man ent- 
weder die Augen vor etwa vorhandenen überschüssigen 
und daher unter allen Umständen widersprechenden Be- 
obachtungsergebnissen verschließen, oder — auf über- 
schüssige Beobachtimgen überhaupt verzichten. Beide Aus- 
kimftsmittel wären identisch mit dem Verfahren eines Rich- 
ters, der über jeden einzelnen Vorgang nur einen einzigen 
Zeugen hören wollte, auch wenn er von mehreren mehr 
oder weniger abweichend beobachtet wurde. Das Ergebnis 
einer solchen Untersuchung hSttte 'wem^ Aussicht^ die 
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Wahrheit zu treffen. Dagegen wird man der gesuchten 
Wahrheit um so näher kommen, je mehr Beobachtungen 
bei der Feststellung eines Vorganges oder einer Größe be- 
rücksichtigt werden und je zuverlässiger sie sind. 

Wollen wir alle, teilweise widersprechenden Beobach- 
tungen zu einem einheitlichen Ergebnis — dem richter- 
lichen Urteil gleich — verarbeiten, so müssen wir jede 
von dem ihr anhaftenden Fehler zu befreien, „auszu- 
gleichen" suchen. Auf sachlichem Gebiet kann die 
Fehl er Ursache außer in der Unzulänglichkeit unserer 
Sinne bloß noch in der Mangelhaftigkeit der ver- 
wendeten Methoden und Instrumente liegen. Die 
Untersuchung von Größe und Ursache der Fehler liefert 
daher neben ihrem eigentlichen Zwecke (der Schaffung 
eines einheitlichen Resultates) noch wertvolle Fingerzeige 
für künftige Einschränkung der Beobachtimgsfehler. 

§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 

Die Ursache, welcher ein Fehler seine Entstehung 
verdankt, ist häufig auch bestimmend für dessen Eigen- 
schaft und Größe, so daß man umgekehrt aus letzteren 
häufig auf die Ursache schließen kann. 

Entspringt der Fehler z. B. äußeren Einflüssen (Witte- 
rungsunbilden und anderen Naturereignissen, Böswilligkeit 
dritter usw.), oder ungewöhnlicher Nachlässigkeit des Be- 
obachters, so läßt er die Beobachtungsgröße meist um 
erhebliche Beträge imd zwar ebenso wahrscheinlich 
in der einen, wie in der anderen Richtung unrichtig er- 
scheinen, er ist ein „grober Fehler". 

Die groben Fehler lassen sich in den meisten Fällen 
vermeiden, jedenfalls aber durch überschüssige Beobach- 
tungen und geeignete Beobachtimgsverfahren ümcqx^ C^^^iJ^^ 
und Richtung nach erkennen \md awswvet'L^T^. '^^^^ ^^siSs^^sss. 
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nicht zu denjenigen, welche der Ausgleichung unter- 
liegen, und wir werden uns mit ihnen im folgenden nicht 
beschäftigen. 

Außer diesen, sowohl nach Richtung und Größe, 
als auch nach ihrer Ui^ache meist leicht erkennbaren 
groben Fehlern gibt es aber noch kleinere Fehler (Ab- 
woicliungen des Beobachtungsresultates vom wahren Wert), 
die sich zwar durch geeignete Hilfsmittel imd Beobach- 
tungsverfahren und namentlich durch erhöhte Aufmerk- 
samkeit und Erfahrung des Beobachters wesentlich ein- 
scliränken, niemals aber ganz vermeiden lassen. — 
Die Feststellung dieser unvermeidlichen Fehler 
an den Beobachtungsergebnissen nach wahr- 
scheinlicher Ursache und Größe und ihre Aus- 
inerzung bildet die Aufgabe der Ausgleichungs- 
rochnung. 

Auch sie zeigen übrigens bei näherem Zusehen prin- 
zipielle Verschiedenheiten, die der Verschiedenartigkeit 
der Felllerquellen entstammen, und die uns zwingen, sie 
in zwei Gruppen getrennt zu betrachten. Wenn es nämlich 
im einzelnen Beobachtungsfall auch kaum möglich ist, jede 
einzelne Fehlerquelle und ihi^en Anteil am schließlichen 
Gesamtfehler der Beobachtungsgröße festzustellen, so zeigt 
(loch die einfachste Überlegung, daß die eine Felilenu^sache 
eine nach ihi-em Vorzeichen sich gleich bleibende, in ge- 
st^tzniäßiger Abhängigkeit von der BeobachtimgsgröÄe 
wachsende Fehlerwirkimg ausüben kann, wälirend die 
andere einen Fehleranteil erzeugt, der nach Größe und 
V<:)rzoichen von Beobachtung zu Beobachtung wechselt 
Wird z. B. eine Strecke dm-ch mehrfaches Anlegen eines 
Maßstabes gemessen, der um ein gewisses, wenn auch 
kaum erkennbares Maß zu kurz ist, so lieferf dieser Maß- 
stab^ faUs sein Längenabmangel die einzige Felileix^uelle 
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darstellt, unter allen Umständen ein zu großes Maß für 
die Strecke, und zwar wächst der hieraus entspringende 
Streckenfehler proportional zur festgestellten Anzahl von 
Maßstablagen, also proportional zur Streckenlänge. 
Einen solchen Fehler nennt man „regelmäßigen 
Fehler". 

Hat umgekehrt der Maßstab zwar die richtige Ijänge, 
schleicht sich aber bei jeder neuen Lage ein zufälliger 
kleiner Anlegefehler ein, so wird dieser ebenfalls das Ge- 
samtresultat der Strecke schädlich beeinflussen. Da aber 
der Fehler in der Maßstablage gleich wahrscheinlich in 
der Vorwärts- wie in der Rückwärtsrichtung wirken kann, 
so werden einige der entsprechenden, positiv wirkenden 
Fehlerelemente einige der negativen aufheben. Als Ge- 
samtwirkung dieser Fehlerquelle auf die Strecke wird 
daher nur der Überschuß der einen Fehlerrichtung über 
die andere auftreten. Dieser kann ebensogut positiv 
"wie negativ, und wird seiner absoluten Größe nach im 
günstigsten (aber unwahrscheinlichen) Fall = sein, wenn 
nämlich die Gesamtwirkung der positiven gleich derjenigen 
der negativen Fehlerteile ist. Im ungünstigsten, ebenso un- 
wahrscheinlichen FaU (wenn aUe Fehlerelemente in gleicher 
Richtung wirken) wäre die Gesamtwirkung, wie im Fall 
des regelmäßigen Fehlers, proportional zur Streckenlänge. 
Weder der eine noch der andere dieser äußersten Fälle 
wird regelmäßig auftreten. Sicher ist daher, daß die 
wahrscheinliche Gesamt Wirkung dieses „zufälligen" 
(unregelmäßigen) Fehlers langsamer wächst, als die 
des regelmäßigen Fehlers. 

Wenn nach Vorstehendem das Wachstum des regel- 
mäßigen und des unregelmäßigen Fehlers verschiedenen 
(besetzen folgt, und wenn weiter die Mö^\\'^\^!5Ä^^^<s^^'^^ 
daß beide Fehlergruppen in den aw^^vx^^e^^^xv^'^^^'^'^^ 



1 Einleitung. 

achtimgsresultaten gleichzeitig anftreten, so wird nur di 
Trennung beider die richtige Erkenntnis der Fehlei 
lu^achen und die Fehlerverbesserung an der richtige 
Stelle ermöglichen. 

Eine solche Trennung läßt sich in einzelnen Fälle: 
durch einfache Überlegung ermöglichen. 

Wird z. B. ein und dieselbe Größe (etwa eine Strecke 
mit denselben G-eräten unter denselben äußeren Um 
ständen und nach derselben Methode mehrmals gern esse; 
und weisen die Messungsresultate Unterschiede auf, di 
zu klein sind, um als Folgen grober Fehler angesehe 
werden zu können, so können diese Unterschiede nur zu 
fälligen, imregelmäßigen Fehlerquellen entspringei 
Sind aber die verschiedenen Wiederholungen der Messun 
je mit anderen Geräten nach anderen Methoden ode 
unter veränderten Umständen ausgeführt worden, s 
können die kleinen Unterschiede zwischen den verschie 
denen Resultaten ebensowohl zufälligen, als regel 
mäßigen Fehlern und ihrem Zusammenwirken ent 
springen. Durch Vergleichung beider Fehlerbeträge könne 
wir den Anteil beider Gruppen von Fehlern am Gesami 
unterschied ermitteln. 

§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer Größe ans eine 
Reihe gleich genauer, mit zufälligen Fehlern behaftete 

Beobachtnngsresnltate. 

Ist die Beobachtung einer Größe mit denselben Hilff 
niitteln imd Methoden und unter denselben äußeren Yerhäll 
nissen mehrfach ausgeführt worden, kann also jedes der ei 
haltenen, um geringe Beträge voneinander abweichende 
Resultate als gleich zuverlässig angesehen werden, so würd 
die Annahme irgend eines dieser Beobachtungsresultate al 
endgÜltigeD Wertes der Beobachtungsgröße eine Vergewa 
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tigung der übrigen und eine nutzlose unwirtschaftliche 
Arbeitsvergeudung darstellen. Denn letztere hätten, falls 
es sich bei ihrer Beobachtung etwa nur lun Schutz gegen 
grobe Fehler handelte (Kontrollbeobachtungen), zum min- 
desten mit geringerem Aufwand an Sorgfalt und Zeit er- 
mittelt werden können. Wählen wir dagegen den end- 
gültigen Wert der Beobachtungsgröße unter gleichmäßiger 
Berücksiclitigung aller beobachteten Einzel werte aus, so 
erzielen wir damit zweifellos eine Genauigkeitssteigerung, 
weil zum mindesten ein Teil der zufälligen, ebenso wahr- 
8ch.einlich positiven wie negativen Einzelfehler sich dabei 
aufhebt. 

Die Voraussetzung, daß sämtliche Beobachtungen mit 
gleicher Sorgfalt, also vermutlich auch gleicher Genauig- 
keit ausgeführt sind, führt zum Zweck der Auswahl 
eines endgültigen ausgeglichenen Mittelwertes L für die 
Beobachtungsgröße zu der Forderung, an sämtlichen Be- 
obachtimgswerten l gleich große, im Vorzeichen wechselnde 
Verbesserungszuschläge v anzubringen, welche dem bei der 
Beobachtung eingeschlichenen gleich wahrscheinlich posi- 
tiven wie negativen und gleich großen zufälligen Fehler 
entsprechen. Diese Forderung läßt sich aber nur im FaU 
zweifacher Beobachtung erfüllen. 

Trägt man nämlich die Beobachtungswerte Z^ /g • • • 
als Ordinaten zu einer beliebigen Abszisse auf (Fig. la), 
so läßt sich nur dann ein Punkt finden, der von den End- 
punkten der Ordinaten gleichen Abstand v hat, wenn die 
Zahl der letzteren =2 ist. 

In diesem Fall sind die Verbesserungszuschläge 
»1 = — ^2 . Legt man der vom Endpunkt der / aus in 
dier Ordinatenrichtung verlaufenden Verbesserung v das 
Vorzeichen +, der andern das Vorzeicke^ — \i^\^ '^^ "^\s>s. 

(1) v\ + 1^2 = ^ 



-'■+■. 



Igt die Zahl der Beobachtungswiederholungen 2" und 
trägt man die Beobachtungs werte /^ . . . als Ordinalen 






Fig. 1 



E, „ E. E. „ E. 
L, j^ L, 

Fig, Ib. 



zu Ijclicbigea Abszissen auf, so ist es unmöglich, eine 
Parallele ziir Abszisse zu ziehen, deren Abalände v von 
allci) Ordinalen endpunkteo gleich groß sind. Wir müssen 
also auf die Fonlening verzichten: 

absolut i'i = absolut k, =^ ■ - ■ =^ absolut u. = ■ ■ ■ 



(Fig. Ib). Immerhin kann 

werte, z. B. l^ und ^, zu einem Resultat L'^ 



zwei der Beobachtungsr 
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k + h 
zusammenfassen, ebenso ^ = Lo usw. und erhält 

damit ebenso viele Werte L\ als Beobachtungspaare vor- 
handen sind. Gleichzeitig ist dann wie vorhin 



^8+^4 = 



W*) = o. 



Faßt man jetzt je zwei der so gefundenen Werte U wieder 
zu einem Wert L'' zusammen und heißt die an den Wer- 
ten U anzubringenden Yerbesserungen t/, so ist wieder 

v; + vi = I 

/ 

• m 

und man hat nur noch den vierten Teil der ursprüng- 
lichen Beobachtungswerte. 

Fährt man mit der paarweisen Zusammenfassung der 
gewonnenen Werte zu Mittelwerten Z''^, U^'\ . . fort, 
wobei wieder T^,n _ q 

[v"q = usw., 
so bleibt schleißlich ein Wert L als endgültiger Mittelwert 
ülffig. Heißen die an den ursprünglichen Beobachtungs- 
werten l anzubringenden Zuschläge, welche nötig sind, 
um sie auf diesen Mittelwert L zu bringen, F, so wird: 

(1) (L-/,)+ (L-g+-=M+K]+K]+-— [F)=Q 

*) Das von K. F. Gauß (geb. 30. April 1777, gest. 23. Febr. 
1855), dem Begründer der Methode der kleinsten Quadrate, 
einp^eführte Zeichen [ ] , für die Summe einer endlichen Zahl 
gleichartiger Größen, entsprang dem griechischen 2* = Summe 
aller. Der einfacheren Schreibweise halber entstand daraus [ 
und, zur genauen Begrenzung des zusammenz\if^&^^\A*€^ ^^äs*- 
dmoks, [j. Es wird aus sacMictLeiv. uxiöi ^xjä ^x^toÄKö. ^^s^ 
TietSt im folgenden beibehalten werden. 
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als Eigenschaft des endgültigen Mittelwertes L 
aus einer Anzahl 2'*gleich genauer Beobachtungen, 
Die in (1) gefundene Eigenschaft des endgültigen 
Mittelwertes L aus einer Anzahl 2" nur mit zuföUig^ 
Fehlern behafteter, gleich genauer Beobachtungen l wohnt 
dem wahrscheinlichen Mittelwerte inne, auch wenn die 
Beobachtungszahl nicht gerade =2** ist. Denn die un- 
gefähr gleich großen zufälligen Beobachtungsfehler V wer- 
den gleich wahrscheinlich positiv wie negativ auftreten, 
sich also bis auf einen im Vergleich zu [/] sehr kleinen 
Rest um so eher aufheben, je größer die Zahl der Be- 
obachtimgen / ist. Mit großer Wahrscheinlichkeit dürfen 
wü* daher GHeichimg (1) als allgemein gültige Bedingung 
für die Auswahl des wahrscheinlichsten Mittelwertes L 
einer beliebigen Anzahl gleich genauer Beobachtungen l 
festsetzen. Wir gewinnen damit allerdings nur eine Hy- 
pothese für ein Naturgesetz, die aber um so gesicherter 
ist, je mehr daraus zu ziehende Schlüsse mit der Wirk- 
lichkeit übereinstimmen. Wie man nun aber auch den 
wahrscheinlichsten Wert L der Beobachtungsgröße wählen 
möge, immer wird die Beziehung bestehen: 

Verbesserung V== L — Z , oder (wenn man V durch v ersetsrt): 



nL = [l]+[v] . Für (1): [v] = wird daraus 

r/1 

(2) Endwert L = -- = dem arithmetischen Mittel der 

n 

Beobachtungswerte, übereinstimmend mit unserem 
natürlichen Empfinden, 
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Wir erkennen, daß jeder neue Beobachtungswert l einen 
neuen Widerspruch v gegen den Mittelwert L und damit 
eine kleine Veränderung des letzteren bedingt. Je größer 
aber die Zahl n der zur Mittelbildung bereits verwendeten 
Beobachtungs werte l und je größer ihre G-enauigkeit ist, um so 
geringer wird der Einfluß einiger neu hinzukommender Be- 
obachtungswerte auf das Endergebnis sein. Die Veränderung 
des Endresultates durch neu hinzutretende Beobachtungswerte 
würde aber erst dann gleich 0, wenn die Zahl der bereits 
verwendeten cx> groß wäre. Dann hätte man den auf dem 
Weg der Beobachtung tatsächlich unerreichbaren wahren 
Wert der Beobachtungsgröße gefunden. 

§ 3. Grnndbedingang für die Ansgleichnng nach der 
Methode der kleinsten Quadrate. Einteilung der Aus- 
gleichungsaufgaben. 

Die Bedingung (1) führt aiif einem sehr einfachen 
Weg zur eindeutigen Erlangung des wahrscheinlichsten 
Wertes L aus einer Anzahl gleich genauer Beobach- 
tungen l, wenn, graphisch betrachtet, die gesuchte Aus- 
gleichungslinie (s. Fig. 1 b) ihrer Richtung nach (hier als 
Parallele ziu* a; -Achse) zum voraus bekannt ist. Trifft 
dies nicht zu, so genügt die Bedingung [v] = nicht zur 
eindeutigen Auswahl dieser Ausgleichungslinie. Ist z. B. 
die beobachtete Größe L (statt wie bisher konstant) ab- 
hängig von einer zweiten veränderlichen Größe, so kann 
man zwar die Beobachtungswerte l , wie in Fig. 1 a und 1 b, 
als Ordinaten und zwar diesmal zu den korrespondierenden 
Werten der zweiten Veränderlichen als Abszissen auf- 
zeichnen. 

Mögen z. B. bei gleich bleibender Temperatur, aber ver- 
änderlichem Luftdruck an einem Quecksilber- und gleichzeitig 
an einem Federbarometer korrespondierende ^YArssös^^'ö. %^- 
macht worden sein, um die Bezieh\m.g "evi ^xi^'ecL ^l^Ss»^«^ ^^^ 
Anzäbl von Teilen, um welche sicYv ölöt 7iei\%«t ^^ feÄS^^^s^- 
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-*^'X' ' CL-Adise 



barometers fortbewegt, und der Anzahl von mm 
sich aus denselben Ursachen die Höhe der Que 
verändert. Es sei femer festgestellt worden, daß 
Beziehung zwischen den Quecksilberhöhen h und 

ablesungen a von lineare 

h ■= ax-\- c 

Trägt man nun die 
ablesungen 6 als Ordinate 
gehörigen Aneroidablesun; 
szissen auf und verbindet 
tenen Bildpunkte, so ist be 
Ablesungen deren Verb in di 
Gerade. Ihr Rieh tungskoef 
Richtungswinkels) stellt 
Multiplikationskonstante a 
schnitt auf 




füa ' mdaunfj.s - 
hoefflzuTit ■ 



MuhipL -Esmrtanie.jß 



- u- Achse/ 



Fig. 2. 



die (uns zu 
interessierei 
nalkonstant( 
aber die AI 
beiden Bar 
kleinen Feh! 
welche zur 
daß die Ver 
der Bildpun] 
rade wird, v 
der letzteren >2, d. h. wenn XJberbestimmung v 
Die Abweichungen einer den Bildpunkten mö^lichs 
Geraden von diesen sind auch hier nichts anderes, 
besserungen v (s. Fig. 2), welche an den Quecksilbei 
anzubringen sind, damit die der Aneroidablesung a e 
gemittelte Quecksilberablesung B erschein 
gebraische Summe wir laut Bedingung (1) ^ 
sollen. 

Nim kann man aber jede Richtung paral 

selbst so verschieben, daß schließlich falgobr. i 

jede liefert ein anderes c imd ic, d. li. es gi 

lieh viele Gerade, welche der gestc 

dingung [v] = entspreclieii. ^L\\x k\VÄ\Nv 
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möglichen Ausgleichungslinie brauchen wir eine weitere 
Bedingung, welche die unter (1) aufgestellte ersetzt 
oder ergänzt. . Als solche weitere Bedingung könnte man 

etwa wählen: r u i i. i mf- - 

[absolut v\ = Minimum. 

Diese Form wurde in der Tat von Laplaceim Jahre 1802 
aufgestellt und begründet. 

Sie leidet aber an verschiedenen Mängeln. In erster 
Ldnie tut sie den Verbesserungen t7, welche ohne Yor- 
zeichen undenkbar sind, Zwang an, indem sie ihnen das 
Vorzeichen raubt. 

Sodann verursacht die Aufstellung eines all- 
gemein gültigen Ausdruckes für den absoluten Wert 
jedes einzelnen v oder für deren Summe [abs. v] , welche 
zum Minimimi werden soll, erhebliche Schwierigkeiten. 
Denn je nach der Größe des Beobachtungswertes / , bzw. 
1 desjenigen von L ist abwechselnd abs. v = L — l oder 
j abs. V = Z — L, 

il Endlich nimmt die Bedingung [abs.v] = Min. keine 
Rücksicht auf die Wertung der einzelnen Be- 
obachtungsfehler V nach ihrer Größe. Handelt es 
ach nämlich darum, die Güte einer Beobachtungsreihe im 
ganzen zu beurteilen, so wird man dazu am besten den 
^ Wert derjenigen Funktion der Beobachtungsfehler v ver- 
wenden, die man zum Zweck und anläßlich der Auswahl 
d4 ^68 bestmöglichen Mittelwertes L zum Minimum gemacht 
hat, im vorliegenden Fall also [abs. v\ oder 

n 

1 ' j Der Wert d stellt dabei den absoluten Durchschnittswert 
\ 9ÜS« Beobachtungsfehlern V, den,,duxc\i«>Q\i\i\XNX\Oö.'^^ 



tv 



0- 



/ V 



Fehler eizzer Beobachtung" Yor. 

Weitbrech t, Ausgleichungsrechnung. 
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Möge nun z. B. ein be- 
stimmter Beobachter mit 
einem gewissen Instrument 
und unter Einhaltung einer 
gewissen Messungsmethode 
beim Nivellement gleich 
langer geschlossener Schlei- 
fen etwa folgende Abschluß- 
differenzen gegen den (in 
diesem Fall bekannten) Soll- 
wert erzielt haben: 



Schleife 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

i 

8 

9 

10 



Abschlußdifferenz v 


+ mm 


- mm 




— . — 


4 




5 






6 


5 






5 


5 






5 




6 


5 




1 


4 


24 


26 



[abs. v] = 50 



d = 



[abs. v] 



n 



= 5 



Ein zweiter Beobachter 
habe dagegen beim NiveUe- 
ment derselben Schleifen mit 
anderemlnstrument und nach 
anderer Methode folgende 
Abschlußdifferenzen erzielt: 



ScUeife 


Abscblußdifferenz t 
+ mm 1 - mm 


1 


1 




2 




1 


3 


1 




4 




10 


5 




12 


6 







7 




1 


8 







9 




15 


10 




9 



48 



[abs. v] = 50 

, _ [abs. v] 



n 



= 5. 



Beide Beobachtungsreihen zeigen denselben Betrag ftür 
[abs. v] und daher denselben durchschnittlichen Fehler d. Trotz- 
dem sind die dadurch ausgeführten Höhenbestimmungen durch- 
aus nicht gleich zuverlässig. Schon der Umstand, daß die 
Zahl der positiven Abweichungen v in der zweiten Reihe gegen- 
über derjenigen der negativen erheblich verschieden ist, wider- 
spricht ihrer Eigenschaft als zufSUige Fehlet xitid vreiat aof 
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die Einwirkung grober oder regelmäßiger Fehler hin, die sich 
möglicherweise bis auf den schließlich festgestellten Betrag 
gegenseitig aufgehoben haben können. 

Noch mehr aber spricht die absolute Größe der Ab- 
schlußdifferenzen gegen die Oleichwertigkeit der beiden 
Gruppen von Messungen. Jede dieser Differenzen setzt sich 
nämlich zusammen aus einer Reihe von in ihrer Ursache und 
Wirkung teilweise unbekannten Fehlerelementen, die sich teils 
addieren, teils gegenseitig aufheben. Die Abschlußdifferenz 
ist nur ihr in die Erscheinung tretender Best. Ist dieser 
Eest in den einzelnen Beobachtungsfällen sehr verschieden, so 
beweist dies, daß die Fehlerelemente selbst verhältnismäßig 
groß sind, so daß einige von ihnen, welche ausnahmsweise der 
Regel widersprechen, gleich wahrscheinlich positiv wie negativ 
zu sein, hinreichen, das Beobachtungsresultat und die Abschluß- 
differenz merklich zu beeinflussen. Das zufällige, eben hieraus 
erklärliche Vorkommen einiger auffallend kleiner Abschluß- 
differenzen ändert an der Tatsache der geringen Zuverlässig- 
keit ebensowenig, als etwa einige zufällige Kemschüsse den- 
jenigen zum hervorragenden Schützen stempeln, der mit anderen 
seiner Schüsse nicht einmal die Scheibe trifft. Wird ja auch 
nicht derjenige Mensch als der brauchbarere von zweien an- 
gesehen, der zwar im Falle zufällig glücklicher Disposition 
einmal eine ganz hervorragende Leistung hervorbringt, aber 
zwischenherein, vielleicht gerade wenn man ihn nötig braucht, 
versagt! 

Sollen aber nach dem Ausgeführten die Beobachtungs- 
fehler V in dem Sinne gewertet werden, daß größere Fehler 
progressiv wachsend in die Wagschale fallen, so bleibt nichts 
übrig, als irgend eine Potenz von ihnen in Vergleich zu 
ziehen. Dabei hat eine Potenz mit geradem Exponenten 
noch den Vorzug, das lästige Vorzeichen des Fehlerbetrages v 
auf natürliche Weise zum Verschwinden zu bringen. Die 
Frage, welche gerade Potenz der v gewählt werden soll, be- 
antwortet sich aus der Eigenschaft der Fehler als Natur- 
erscheinungen, die gewissen (uns zunächst unbekannten) Ge- 
setzen unterworfen sind : Im Zweifelsfalle ist die einfachste Form 
die richtige, sofern sie anderen, bereits festgestellten Gesetzen 

(im vorHegenden FaUe (1): [algeb. v] = und (^\\ I.^^\^ 

njßbt widerspricht 
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Unter letzterer Voraussetzung und an Stelle der als 
unrichtig erkannten Annahme [abs. v] = Min. setzen Yni 
jetzt für die Wertung der erreichten Beobach- 
tungsgenauigkeit sowohl, als für die Auswahl des 
wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtungsgröße L 
die Bedingung 

(4) [vv] = Min. 

Ob diese Bedingung den für gleich genaue Beobach- 
tungen einleitend bewiesenen, oben angegebenen Gesetzen 
(1) und (2) nicht widerspricht, untersuchen wir wie folgt: 

Behaftet mau die 
an den Beobach- 
tungswerten i an- 
zubringenden 
Verbesserungs- 
beträge V mit al- 
gebraischen Vor- 
zeichen , so ist 
allgemein gültig« 

auch für i ge- [c] = nL — [l] [vv] = nL^ — 2L[I\ + [ll]. 
wählt werden \ 
möge : 

Soll nun der wahrscheinlichste Wert L so ausgewählt 
worden, daß [vi-] = Min., wobei also L die einzige Ver- 
iinderlidie der rechten Seite ist, so muß sein 



v^ = L — l^ also vl = V — 2Lli + ti 

m • 

v„ = L-l„ „ rl=V-2Ll„ + P„ 



'J^l = 2nL-m = 



oder 



woraus 



L 


2[/] 
2n 


n ' 




V 


=■ n • -- - 
n 


-ffl- 


= 



in rbereinstimmung mit Gleichungen (2) und (1). 

Die Gleichung (4) bildet die grundlegende 

Bedingung für die gesamte Ausgleichungsrech- 
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n u n g. Nach ihr erhielt letztere die Bezeichnung „Methode 
der kleinsten Quadrate" (besser: Methode der kleinsten 
Qiiadratsumme). Sie läßt, wie Gleichung (1), eine be- 
merkenswerte mechanische Deutung zu. Denkt man sich 
nnmlich die Beobachtungswerte l (wie in Fig. 1) als Or- 
dinaten aufgetragen, so stellen deren Abweichungen v 
vom Mittelwert L die Ordinateu ihrer Endpunkte vor in 
bezug auf die durch den Endpunkt dieses Mittelwertes 
parallel zur Abszisse gezogene Achse. Betrachtet man 
diese Ordinatenendpunkte als Massenpunkte, denen ver- 
möge der gleichen Beobachtungsgenauigkeit je dasselbe 
Gewicht 1 zukommt, und denkt sich die Gewichte in 
ihnen angreifend und parallel zur Achse wirkend, so be- 
deutet [v] die Summe der statischen Momente für Drehung 
um den Endpunkt des Mittelwertes L, und (1) [v] = 
das vorhandene Gleichgewicht, [vv] stellt das axiale 
Trägheitsmoment für die durch den genannten End- 
punkt gehende Achse vor, und (4) [vv] = Min. be- 
deutet wie (1) [f ] = , daß dieser Endpunkt des 
Mittelwertes L den Schwerpunkt des Systems 
gleich gewichtiger Massenpunkte vorstellt; ganz 
in Übereinstimmung mit unserem praktischen Gefühl. 

Zum Schluß möge noch untersucht werden, welche Werte 
die Summen der Quadrate der Abschlußdifferenzen in beiden 
Beobachtungsreihen (s. S. 18) annehmen. 

Die erste Reihe liefert: 

16 + 25 + 36 + 25 + 25 + 25 + 25 + 36 + 25 + 16 = 254 . 

Die zweite Reihe liefert: 
1 + 1 + 1 + 100 + 144 + + 1 + + 225 + 81 = 554 . 

Es ist also, wie vorauszusehen war, d\ft ^xässssä ^^ist 
Fehlerquadrate in der zweiten. EÄ\\ift ^ötet ^ ^\^ ^^^"«w^^- 
tnngsgenauigkeit geringer als in det ets\ÄTi. 
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Einteilung der Ausgleichungsaufgaben. 

In den §§2 und 3 sind zwei Aufgabenfälle angedeutet 
worden, deren erster durch die Bedingung, daß die Summe 
der an den einzelnen Messungsresultaten anzubringenden 
Verbesserungen gleich sein soll, {[v] = 0), eindeutig ge- 
löst werden konnte, während dieser Bedingung im zweiten 
Falle eine unendlich große Zahl von Lösimgen entsprach. 
Dies zeigt, daß beide Fälle prinzipielle Verschiedenheiten 
aufweisen müssen. In der Tat hat es sich im ersten um 
die Auswahl eines bestmöglichen Wertes für die direkt 
und mehrfach beobachtete Größe L gehandelt, während 
im zweiten FaUe andere, zu ihr in Beziehung stehende 
Größen beobachtet wurden, durch deren Vermittlung 
die gesuchte Multiplikationskonstante x erschlossen 
werden mußte. 

Im ersten Falle handelte es sich um die Ausglei- 
chung direkter Beobachtungen, im zweiten um die 
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 

Es ist auch möglich, daß zwar die mehrfach beobach- 
teten Größen selbst gesucht, daß sie aber imter sich 
nicht unabhängig sind, sondern streng zu erfüllenden Be- 
dingungen unterliegen (Winkel im Dreieck usw.). In 
diesem Falle spricht man von der Ausgleichung be- 
dingter direkter Beobachtungen. Endlich können 
die direkt beobachteten Größen zur Bestimmung anderer 
Größen dienen, die aber ihrerseits gewisse Bedingungen 
erfüllen müssen (z. B. Einschaltung eines durch Winkel- 
beobachtung bestimmten Dreiecknetzes in ein als fehler- 
frei anzunehmendes Netz höherer Ordnung):* man hat den 
Fall der Ausgleichung bedingter, vermittelnder Be- 
obachtungen. Für jeden dieser Auf gabenf alle wird ein 
besonderer Oang der Lösung auizusteVieti %e«i^ ^«t ^«^ 
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rade für ihn zweckmäßig ist. Doch ißt diese Unterscheidung 
keineswegs so scharf, daß sich nicht auf spezielle Aufgaben 
sowohl die eine als die andere Lösung anwenden ließe. 
Die Ausgleichung selbst kann auf rein rechneri- 
schem Wege durchgeführt, oder durch graphische Dar- 
stellung unterstützt werden. Das erstere Verfahren hat 
den Vorzug größerer Genauigkeit, das letztere denjenigen 
größerer Übersichtlichkeit und des Erkennenlassens 
etwaiger bei der Beobachtung unterlaufener grober 
Fehler vor Abschluß der Ausgleichung. 



I. Abschnitt. 

Ausgleichung direkter Beobachtungen. 



1. Kapitel. 

Direkte Beobachtungen ron gleicher Genauigkeit. 

§ 4. üntersuchuDg der einer Einzelbeobachtnng inne- 

wohnenden Genanigkeit. 

Die wichtigste Aufgabe der Ausgleichungsrechnung: 
Feststellung des wahrscheinlichsten Wertes der Be- 
obaehtungsgröße, haben wir für den Fall gleich genauer, 
direkter Beobachtungen gelöst. Von Interesse, namentlich 
im Hinblick auf die Auswahl möglichst zweckmäßiger 
Beobachtungsmethoden ist nun noch ein Einblick in die 
bei der Einzelbeobachtung erreichte G^enauigkeit. Wir 
haben zu diesem Zwecke schon auf S. 1 7 die durchschnitt- 
liche Abweichung d der Beobachtungen vom wahren 
Sollwert der beobachteten Größe berechnet. W\^ baiv^'^ 
aber dabei erkannt, daß dieser Ti\vTC^%ci!tvm\X^^\xaj|;,öb ^jäJs^ 



24 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Maßstab für die erreichte G^enauigkeit der Einzelmessiing 
nicht abzugeben vermag, weil Beobachtungsreihen von 
ganz verschiedener Zuverlässigkeit identische Werte für d 
erg'aben. 

Um die größeren Abweichungsbeträge v stärker in die 
Wagschale zu werfen, haben wir statt ihrer selbst eine 
Potenz von ihnen verglichen und hierfür die zweite 
Potenz gewählt. Wir haben schließlich für die richtige 
Auswahl des wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtimgs- 
gi'()ße die Bedingung festgesetzt: [vv] = Min. Diese zum 
Minimum zu machenrle Quadratsumme der Abweichungen!; 
kann nämlich aus dreierlei Ursachen heraus einen großen 
Beti-ag erreichen: 1. durch imz weckmäßige Auswahl des 
End wertes L aus den Beobachtungs werten /, 2. durch 
fehlerhafte Beobachtungen l und 3. dui'ch große Anzahl n 
dov Beobachtungen Z, also der Abweichungen t?. Wurde L 
nach Grleichung (2) gewählt, so ist [vv] = Min., also ein 
kleinerer Wert [vv] durch andere Auswahl von L nicht 
zu erreichen. Dann ist der Wert von [v v] lediglich noch 
abhängig von der Beobachtungsgenauigkeit und von der 
Zahl n der Beobachtungen. Da die Genauigkeit jeder Einzel- 
l »oobachtung von deren Zahl unabhängig ist, so ist zu ihrer 
Erkenntnis die Quadratsumme [vv] durch Division mit 
der Wiederholungszahl 7i auf das Quadrat des Fehlers 
einer Beobachtung zurückzufühi'on, und man erhält unter 
der Voraussetzung, daß die Abweichungen v„ 
wahre Beobachtungsfehler vorstellen, als Maßstab für 
die im Mittel bei einer Beobachtung erreichte Genauigkeit: 

I £ 



(oa) 



7)1 

n 



^r] _ J mittlerer Fehler einer 
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Die Voraussetzung, daß wir es mit wahren Beobach- 
tungsfehlem zu tun haben, trifft in denjenigen Fällen zu, 
in denen der Sollwert der Beobachtungsgröße zum voraus be- 
kannt ist (Winkelsumme im Dreieck oder im Vieleck; Summe 
der Projektionen der Seiten eines geschlossenen Polygons auf 
eine beliebige Achse; Summe der Höhenunterschiede einer 
Nivellementsschleife, bei welcher an identischem Punkt an- und 
abgeschlossen wurde usw.). 

So liefert das hierhergehörige Beispiel S. 18 und 21 

als mittleren Fehler einer Beobachtung der ersten Reihe 



1 l/254 , .^. 
^1 =+[/3Q- = ±5i04mm, 



als mittleren Fehler einer Beobachtung der zweiten Reihe 



/554 



nii = ±1 -y^ = +7,45 mm . 



. Der Vergleich mit dem durchschnittlichen Fehler d = b mm 
(s. S. 18) zeigt nebenbei, daß der mittlere Fehler nicht bloß 
ein gerechterer, sondern auch ein strengerer Richter ist, als 
der durchschnittliche Fehler. 

Ist der Wert der Beobachtungsgröße nicht zum voraus 
bekannt, muß er vielmehr erst aus einer endlichen Zahl 
von Beobachtungen nach Gleichung (2) erschlossen v^-er- 
den, so ist er selbst nicht fehlerfrei, also sind es auch 
nicht die aus ihm abgeleiteten Verbesserungsbeträge v 
der Beobachtungswerte /. 

Möge der nach Gleichung (2) berechnete Mittelwert L 
um den nach Vorzeichen und Größe unbekannten Be- 
trag j^M unrichtig sein, so daß sein wahrer (aber 
unzugänglicher) Wert = L -{- M ist, möge ferner die 
unzugängliche, wahre Abweichung jedes einzelnen Be- 
obachtungswertes / von ihm mit v^p , die uns zugängliche 
Abweichung vom Mittelwert L mit v Vi^'L^\riwcÄX -^'st^^3<^^ 
so ist 
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v,^ ={L + M)-l,=^L-^l, + M = v, + M 

• • • 

• • • 



und, da nach Gleichung (1) [v] = , 
(6) [v„'V,,] = [vv] + n]\P. 

Jedes der drei Glieder ist als Summe quadratischer 
Einzelsummanden positiv, folglich [v«,?;,,.] > [vv]. 

Hieraus geht hervor: Treten an Stelle der wahren Ab- 
weichungen v,p in Gleichung (5a) die wahrscheinlichen 
Abweichungen i;, so wird dadurch der Zähler [vv] 
kleiner, also muß dies beim Nenner n im gleichen Ver- 
hältnis der Fall sein. Die Bestimmung des Reduktions- 
verhältnisses ist aber einwandfrei jetzt noch nicht mög- 
lich, weil wir den Fehler M des ffittelwertes L der Be- 
obachtungsgröße [s. Gleichung (6)| noch nicht berechnen 
können. Immerhin können wir jetzt schon erkennen, daß 
der an Stelle von n in (5 a) tretende Nenner so beschaffen 
sein muß, daß er: 1. im Falle nüangelnder Überbestim- 
mung, d. h. wenn nur eine Beobachtung / vorhanden ist, 
für die dabei erreichte Genauigkeit einen unbestimmten 
Wert liefert, weil diese hieraus überhaupt nicht erschlossen 
werden kann; 2. im Falle vorhandener Überbestimmung 
gegen die Wiederholungszahl n konvergiert, wie der Aus- 
druck [v v] gegen [«;^ i;,J . Beides trifft zu für den Nen- 
ner n — 1 . 

Denn im Falle einer einzigen Beobachtung wird die 
Abweichung v ihres Resultates vom Mittelwert L, gleich 0, 
ebenso der Nenner n — 1 = , folglich 

M^=— — -■ = — = unbesUmmt. 
n — 1 
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Im Falle einer sehr großen Zahl n von Beobachtungen 
nähert sich L dem wahren Wert, v der wahren Abwei- 
chung v„ , n — 1 der Wiederholungszahl n , folglich 

, [V V] K %] 

Ynr = - — — oo . 

n — 1 n 

Wir setzen daher vorbehaltlich später zu erbringenden 
Beweises (s. S. 35) unter Ersetzung der wahren, unzugäng- 
lichen Abweichung v,p durch die zugängliche Abweichung v 
einer Beobachtimg l vom wahrscheinlichen Wert L 

[vv\ 



(5 b) 



m^ = 



n - 1 

mittlerer Fehler einer 



l/_M_ / 



m = + ■/ . , ^ , 1 

Beobachtung. 



Satz. Das Quadrat des mittleren Fehlers 
einer Beobachtung ist gleich der Summe der 
Quadrate ihrer Abweichungen je vom Mittelwert, 
dividiert durch die Zahl der überschüssigen Be- 
obachtungen. 

Aus den Fehlergleichungen S. 14 und 20 

v = L — l oder L = l-\-v 

erkennen wir, daß die Abweichungen v Grrößen gleicher 
Art und Gattung vorstellen, wie die Beobachtungsgrößen /, 
sie bedeuten Verbesserungszuschläge zu den Beobach- 
tungswerten l , welche nötig sind, um diese in den Mittel- 
wert L überzuführen. Als benannte Größen lassen sie 
sich aber weder quadrieren noch differenzieren, wie dies 
S. 20, 25 und 26 geschah! 

Den hierin liegenden Widerspruch überwinden wir, 
indem wir jedes v mittels üivisvow ^\ä^ %^^S!Ä. 'ss.^^scä 
MAßeinheit auf eine unbenaniite TaÄA TAyT\\'^VSto^^^ ^^«s^^ 
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dabei an der absoluten Zahlengröße etwas zu ändern. 
Zum Schlüsse führen wir dann für den mittleren Fehler m 
die der Verbesserung v geraubte Benennung wieder ein. 

§ 5. Praktische Aasrechnang des Mittelwertes X und 
der Summe der Fehlerqnadrate [v v] ans den Beobach- 

tnngswerten l. 

Sind die Beobachtungswerte / durch große Zahlen, 
oder gar durch Benennungen ausgedrückt, deren Be- 
ziehung nicht dezimal ist (z. B. Winkel in alter, sexa- 
gesi maier Teilung), so wird die Ausrechnung des Mittel- 
wertes L nach Formel (2) L = — sehr schwerfällig. 

n 

Führen wir dagegen einen dem Mittelwert L sich mög- 
lichst anschmiegenden Näherungswert N ein und be- 
zeichnen die an diesem anzubringenden kleinen Zuschläge 
mit V , so daß 

Beobachtungswert 1^ = N-{-v^ 

■ • 

l =N+v 



so wird 


[q _ n» ^-|- [r] , 


(") 


l V 

n n 



Zur Berechnung des mittleren Fehlers 771 einer Be- 
obachtimg brauchen wir nach Gleichung (5 b) die Summe 
\vv] der Fehlerquadrate, welche wir durch Quadrierung 
der Verbesserungszuschläge v = L — l [s. Gleichung (1)] 
erhalten. Um die Fehlerquadratsumme direkt zu finden, 
setzen wir 
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[vv]=nL^ — 2L[l\ + [ll\ 
und durch Einsetzung von 



L = 
n 



U = 



_w 



w* 



\{^A = -^^^-\ii\^ 



Diese Gleichung ist praktisch nicht verwertbar. Da- 
gegen können wir sie verbinden mit der zur Ableitung 
von (7) verwendeten Gleichung v = l — N, Aus dieser 
kommt 



[vv] = [ll]'^2N[l] + n'NK 

ffl« 
Durch Einsetzung von [li] = [vv] -\- ^^^ 

und Z =-E- 
kommt 

oder 

I\vv\ =^[vv\ — n{L—Ny und unter Beachtung von ( 7 ) 
n 

Damit läßt sich der mittlere Fehler einer Beobachtung 
ohne vorgängige Ausrechnung der evwL^TÄW ^^^S^%f^~ 
tungsf elller v, ja sogar ohne Ber^etoxvxi^ ^<^ "^soisissj^- 
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wertes L der Beobachtungsgröße gewinnen. Gleichung (8) 
zeigt in Übereinstimmung mit (4), daß für L "^ N unter 
allen Umständen [v v]^ [vv], 

§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes X ans 
n gleich genauen Beobachtungen {. 

Wir haben schon S. 26 das Bedürfnis empfunden, 
einen Einblick in die Genauigkeit des Mittelwertes 

\n 

(2) L = ^^ zu erlangen. Auch praktisch ist es oft wich- 
n 

tiger, die Genauigkeit des schließlichen End wertes X/,.al8 

diejenige der einzelnen Beobachtungswerte / zu kennen. 

Um hierüber B^larheit zu erhalten, ziehen wir ii^ (2) den 

Sunimenzähler [7] auseinander und schreiben 

i = iL + i + ...4-i^. 

n ' w n 

Wir erkennen dann, daß von jedem Beobachtungs- 
wert / der n-te Teil in den schließlichen Mittelwert L 
übergeht, der sich derart aus n Teilen zusammensetzt 
Unsere Aufgabe besteht daher jetzt darin, zu ergründen: 

1. Welcher Teü des mittleren Fehlers m einer Beobach- 

l 
tung / der Größe L geht auf den Anteil — über? 

n i 

2. Wie pflanzen sich die Fehler der Einzelgrößen — auf 
deren Summe fort? ** 

Die Frage 1. fassen wir allgemeiner wie folgt: Wie 
groß ist der mittlere Fehler einer Bestimmung eines Viel- 
fachen a • / der Beobachtungsgröße L , wenn der mittlere 
Felller m einer Beobachtung / bekannt und a ein fehler- 
freier Faktor ist? Wir werden in § 12 die Fortpflanzung 
von Beobachtungsfehlem auf beliebige Funktionen der 
Beobachtuügagrö&en allgemein beiaanöi^^. läi«c ^^VL^si^ 
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wir vorläufig durch Überlegung an einem speziellen Bei- 
spiele uns Elarheit verschaffen: 

Das Gewicht a • L eines Wagens Kohle ist zu be- 
stimmen aus der Anzahl a darauf geschütteter gefüllter 
Körbe und aus dem durch w- fache Wägung /^ , /g • • • ff®" 
fimdenen mittleren Nettogewicht L einer solchen Korb- 
füUung, wo 

rzi 

X = /i + t;i=Za + t;j + = ... = -^ und M=0. 

n 

Würde man den ersten Beobachtungswert \ des 
Nettogewichtes jener Korbfullung der Bestimmung des 
Gesamtgewichtes aL zugrunde legen, so erhielte man 
gleichsam als dessen ersten Beobachtungswert: a • ^i , 

würde man den zweiten Beobachtimgswert l^ seines 
Nettogewichtes der Bildung von aL zugrunde legen, 
so erhielte man als dessen zweiten Beobachtungs- 
wert: a» /g j 

würde man den w-ten Beobachtungswert /„ jenes 
Nettogewichtes der Bildung von aL zugrunde legen, 
so erhielte man als dessen w-ten Beobachtimgs- 
wert: a • /n . 
Aus allen diesen n Bestimmungen des Gesamtgewichtes 
ergäbe sich als dessen endgültiger, bestmöglicher Mittel- 
wert: a^i + a^aH h « ^n W 

aL=' = a . -i^!- . 

n n 

Bezeichnet man die Abweichung einer derartigen Be- 
stimmung a • l vom Mittelwert a L mit F, so wird : 

Fj =aL — aZj = a(L — 1^) = a -v^ 

V%=^aL — al^ = a(L — ^g) = a . v, 

7^ = aX - aZ„= a(L — l^ = a' v^ 



[r] = [a'V] = a[v]=^^ ya\^ \yy\^d>\^'^ 



32 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Nach Gleichung (5 b) wird demnach der mittlere Fehler 
einer Bestimmung der Größe aL: 



(9) ma.L = 






Die Frage 2. fassen wir ebenfalls allgemeiner wie 
folgt: Wie groß ist der mittlere Fehler der Größe 



Z ^ ij -J- Zrg ~r • * • ~r -^ 



n ^ 



wenn die mittleren Fehler m^^ , mi,^ . . . der Summan- 
den JL^L , I/g . . . bekannt sind? 

Die Art der Größenbestimmung selbst unterscheidet 
sicli von der vorigen dadurch, daß dort der wahrschein- 
lichste Wert L eines, aber nur dieses einzigen Teiles 
der Beobachtungsgröße (durch beliebig oft wiederholte 
BeoV)aclitung) ein für allemal gemessen wurde. Die ge- 
suclito Größe wurde dann diu*ch Multiplikation dieses 
Wertes mit einem (fehlerfreien) Faktor a gewonnen, wäh- 
rend liier für jeden einzelnen der n Teile je in t£;-£acher 
Wiederholung sowohl dessen Mittelwert L, als der mittlere 
Fehler 771 einer Beobachtung ermittelt wird. Angewandt 
auf das vorige Beispiel wird jetzt jeder einzelne Korb 
Kohlen, der auf den Wagen auf- oder von ilim abgeladen 
wurde, i^-mal gewogen und hieraus gleichzeitig der mitt- 
lere Fehler einer Wägung jedes Korbes bestimmt. 

Für das auf dem Wagen schließlich vorhandene 

Quantum Kohlen hat man daher ebenso viele (nämlich w) 

Wägungen, als für jeden der n auf- oder abgeladenen Körbe 

ausgeführt wurden. Bezeichnet man die Ordnungszahlen 

. f 7i Körbe mit Indices 1 v x _^ .„ ,. 

der i „^ . ,, S"? so liefert für dieses 

w Wägimgen imt Akzenten J 

Quantum die 
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1 -te Wägung jedes Korbes das Gewicht L' = 1{ + * * ' i ^n 
2-te „ „ „ „ „ Z" = r/ + ...-f Z;' 

■ • 

w-te „ „ „ „ ,, -^ =*l±•••±^• 

DarallS ergibt sich nach Gleichimg (2) das wahrschein- 
lichste Gesamtgewicht zu 



wenn L^ , Lg ... je das Mittel aus den w verschiedenen 
Wägungsergebnisssen des 1-ten, 2-ten . . . Korbes vor- 
stellen. 

Bezeichnet man die an den einzelnen Wägungen 
jedes Korbes anzubringenden Verbesserungen, welche 
nötig sind, um die w Wägungsresultate des gesamten Quan- 
tums einander gleich, d. h. U = L"' =...== L- = L 
zu machen, unter Beibehaltung der Akzente und Indices 
mit V, so liefert als Gesamtgewicht des Wagens die 

1 -te Wägung jedes d. Körbe ^ = Ä + t?J ) ± * * ' ± ft + ^) 
2-te „ „ „ „ X = (/r+r'/)±- •• + « + <) 

• • 

a • 

w?-te „ „ „ „ -^ = (^f + ^)±---±(C + ^n)- 

-< n Körbe >- 

Hieraus ergibt sich als Verbesserungszuschlag für 
die 1-te, 2-te ... i^;-te Wägimg des Gesamtquantums 
aus der 

1 -ten Wägung jedes Korbes Z — Z' = 7' = t;^ -f- • • • + t?;^ 
2-ten „ „ „ X-Z'' = F' = < + ... + t;;' 

• * 

%D'i&a „ „ „ X — L-=V- =v^ ^* *^^^ 
We itbrecht, Ausgleichungsr echBung. 
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Grleichzeitig haben wir aber nach Gleichung (1) für 
die Abweichungen v der w versclüedenen Wägungsergeb- 
iiisse eines und desselben Korbes je vom Mittelwerte: 

[Wäg.- Verbesserungen d. I.Korbes] = v[-\ (- 1;^ = [t?J = 

„2. „ =t/,+ ... + tf = [t;J=0 

woraus 

[y] = ivi] + M + '" + [v„]=o, 

analog Gleichung (1). 

Nach Gleichung (5 b) haben wir endlich als Quadrat 
des mittleren Fehlers einer Wägung 

<+ vf H h «?* W] 

des 1-ten Korbes m] = = ^ 

und analog als mittleren Felder einer Wägung des ganzen 

Wagens 






_ ,1 /Kl + ba 4- • • • + K] ± 2 1^; «; + • • • + 2 t^_,t$ 



= -H ; 



W 1 



Entsprechend der Eigenschaft der v als zufälliger 
FoliltT und der Gleichung [F'] = [v^] + . . . = sind 
die einzelnen Summanden von der Form 2t;,.t;r+i im 
Zähle]- des Radikanten im Gegensatz zu den quadratischen 
Summanden gleich wahrscheinlich i)Ositiv, wie negativ. 
Iliro algebraische Summe tritt also gegenüber derjenigen 
f/cr quadratischen Summanden \\m so TCkfe\vT taä^^^l^ «Ift 
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sie überdies als Produkte ungleicher Faktoren durch- 
schnittlich kleiner sind, als letztere. / >, 
Trotzdem die Zahl dieser doppelten Produkte = i^; ( j , 

also {n — l)-mal größer ist, als die Zahl w • n der qua- 
dratischen Summanden, läßt sich demnach ihre Sunune 
gegenüber derjenigen der letzteren vernachlässigen, so 
daß wir erhalten: 



(10) 



'K] + bl] + ---+K] 






-\ w — 1^ w—l^ ^w — 1 
cv. ±^ml^ + ^Ig H h ^L • 

Nun kehren wir zur eigentlichen Aufgabe des § 6 zu- 
rück. Gleichung (9) zeigt, daß, wenn einer Bestimmung 
der Größe L der mittlere Fehler m zukommt, auf die durch 
Multiplikation erlangte a- fache Größe auch der a- fache 

1 m 

Fehler, auf die — fache Größe also der Fehler — über- 

'' l, k "" In 

geht. Demgemäß kommt jedem der Teile — , — , . . . — , 

n n n 

aus denen sich (s. S. 30) der Mittelwert L gerade so zu- 
sammensetzt, als ob jeder von ihnen nur einmal beobachtet 

m 
worden wäre, der mittlere Fehler - zu, und der Summe der 

n 

Teüe, d. h. dem Eesultat L aus n gleich genauen 

Beobachtungen / je vom mittleren Fehler m nach 

Gleichung (10) der mittlere Fehler: 



M*=±l/(^Mf)'+-+(^\'=--- 






>v 
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Die Gleichung (11) kann man sich durch folgende Über- 
legung plausibel machen. Die Genauigkeit des Resultates aus 
einer Reihe gleich genauer Beobachtungen kann nur abhängen 
von der Genauigkeit der Einzelbeobachtungen und von ihrer 
zur Mittelbildung verwendeten AnzahL Kann man — etwa 

durch Wahl einer besseren Beobachtungs- 

OC" TlrAdise, methode — den Fehler j eder Einzelbeobach- 

I:. tung / reduzieren, so wird im gleichen Ver- 

^> ^ hältnis auch der Fehler des Mittelwertes L 

^ . abnehmen. Ebenso läßt sich der letztere 

aber auch verringern durch Steigerung der 
Wiederholungszahl n . Nur wird die Wir- 
kung dieser Genauigkeitssteigerung un- 
möglich proportional zur Wiederholungs- 
zahl sein können, weil der wahre Wert 
der Beobachtungsgröße, d. h. der Fehler 
für den Mittelwert erst durch oo viele 
Beobachtungswiederholungen erzielt wer- 
den könnte (s. S. 15). Denkt man sich die 
Zahl der Wiederholungen als Abszissen, 
die zugehörigen, im Mittelwert h noch 
zurückbleibenden Fehler als Ordinaten auf- 
getragen und die so er- 
haltenen Punkte durch 

^ •*■ y 'M-A^is^ eine stetige Linie ver- 

MmliTfr FehLar- desMiUelmerts bunden, SO muß demnach 

jn diese Linie sich der Ab- 

M^ p^ szissenachse asymptotisch 

nähern. Dies trifft zu für 

die Beziehung Jlf = ^ 

(s. Fig. 3). Die langsame Abnahme von M im Falle auch 
erhe))licher Steigerung der Wiederholungszahl über 2 oder 3 
hinaus zeigt, daß es i. A. viel wirtschaftlicher ist, etwa 
wünschenswerte Genauigkeitssteigerung durch Verbesserung 
der Beobachtungsmethoden und -Instrumente, als durch 
Steigerung der Wiederholungszahl herbeizuführen. 

Setzen wir den gefundenen Ausdruck für den mittleren 
FohJerJIäes Mittelwertes L in Gleichung (6) S. 26 ein, so 

erhalten wir [v,,v^] = [vv\-\-m^ 
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und durch Benutzung von Gleichung (5 a) 

n-m« = [r,, vj = [vv] + m2 , 
woraus 

in Übereinstimmung mit der S. 27 diu-ch direkte Über- 
legung gewonnenen Gleichung (5 b). 

§ 7. Größter Betrag des imyermeidlichen Beobaeh- 

tangsfehlers. 

Für viele praktische Aufgaben ist die Kenntnis des 
mittleren Fehlers von geringerer Bedeutung, als die- 
jenige des äußerstenfalls zu befürchtenden Maximal- 
fehlers. 

Soll z. B. eine bauliche Anlage (Brücke usw.) auf Grund 
vorgängiger Messung konstruiert und zum Versetzen fertig 
hergerichtet werden, so darf der Fehler der Maßangabe ohne 
erhebliche Unzuträglichkeiten einen gewissen Maximalbetrag 
nicht überschreiten. Ebenso werden amtliche Genauigkeits- 
vorschriften da, wo solche im öffentHchfen Verkehr nötig 
werden, die äußerstenfalls noch zulässige Abweichung 
des durch Messung oder Wägung usw. ermittelten Maßes eines 
Gegenstandes vom richtigen Betrag feststellen müssen. — 

In Übereinstimmung mit dem Bisherigen nehmen wir 
an, daß grobe Fehler durch entsprechende Sicherungs- 
maßregeln erkannt und aus den Beobachtungsresultaten aus- 
gemerzt sind, ehe die Weiterverarbeitung der letzteren 
beginnt. Diese enthalten also nur noch die aus mehr oder 
weniger Fehlerelementen sich zusammensetzenden unver- 
meidlichen Fehler. Die Fehlerelemente sind uns nun 
weder nach Ursache, noch nach Größe und Vorzeichen mi 
einzelnen sicher bekannt. Wir wissen von ihnen nur, daß sie 
gleich wahrscheinlich positiv, w\eiie^a.\SN •^>ö^^^^'^'53t->'^^ 
kleiner sind, sich das eine ^a\.\v?v.\x\e\x, ^^ «cää^^^S^^ 
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ganz oder teilweise aufheben können. Der mittlere Fehler 
einer Beobachtung ist ihre im Mittel, d. h. miter Ausschluß 
der besonders günstigen imd der besonders ungünstigen 
Fälle am Schlußresultat in die Erscheinung tretende Summe. 
Aber auch im ungHnstigsten Falle, in welchem die ein- 
zelnen Fehlerelemente ihren Maximalbetrag und dazu 
noch gleiches Vorzeichen erlangen, wird ihre Summe, 
d. h. die Abweichung irgend eines Beobachtungs- vom 
wahren oder vom Mittelwert ein gewisses Maß nicht über- 
schreiten, das abhängig ist einerseits von der möglichen 
Größe der Fehlerelemente, d. h. der Beobachtungsgenauig- 
keit bzw. dem mittleren Beobachtungsfehler*), und anderer- 
seits von der Zahl der Beobachtungswiederholungen. Dieses 
Maß ist der Maximalf ehler einer Beobachtung. Ihn bei 
irgend einer der Beobachtungen einmal zu erreichen ist 
um so mehr Wahrscheinlichkeit vorhanden, je öfter die 
Beobachtung wiederholt wird. 

Durch nähere Untersuchung auf Grund der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung findet man, daß durch Häufung 
der unvermeidlichen Fehlerelemente der: 

1 fache mittl. Fehler m unter 3 Beob. wahrscheinl. Imal 

Z ,. .. .. Zl TiV .. ZlZl .. m,s X. ,, 

3 .. .. ., 3 w .. 368 ., .. 1 „ 

4 ., ., ., 4 m ,, 15800 ., .. 1 „ 

5 ., „ „ 5>w „ 1750000 „ ,. 1 „ 

überschritten wird. (Vgl. hierüber Koll, Methode d. kl. 
Quadr.; Jordan, Ausgleiehungsrechnung u. a. a. 0.)**) 

*) Die mehrfache Messung z. B. einer Streckenlänge wird 
(erheblich größere unvermeidliche Abweichungen gegenüber 
dem Mittelwert ergeben, wenn sie mittels optischer Distanz- 
inossunir, oder Abschreitens, oder gar Schätzens, als wenn sie 
Tioinialerweise mit Meßgeräten erfolgte. 

• ■>* Läßt man von einer und dexseWieTi SleWa evwer schiefen 
Ebene aus auf ihr nach Größe und QreV\c^\. ^evOcv^ ^xx^ösa.. 
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Benutzt man also, wie man zumeist genötigt ist, die 
Größe der auftretenden Beobachtungsdifferenz zur Ent^ 
Scheidung darüber, ob man es im einzelnen Falle mit 
einem groben (durch Nachbeobachtung auszumerzenden), 
oder mit einem unvermeidlichen (einteübaren) Fehler zu 
tun hat, so läuft man Gefahr, ohne daß tatsächlich ein 
grober Fehler vorläge, der zur Nachbeobachtung zwingt: 

unter je 3 Beob. 1 wiederholen zu müssen, wenn man 1 m 

„ „ oOo „ 1 1, „ ,, „ „ 3 w 

als äußerste Abweichung einer Beobachtung vom Mittel- 
wert noch zuläßt. 

Die Annahme des dreifachen mittleren, als äußersten- 
falls zu tolerierenden Maximalfehlers einer Beobachtung: 

(12) i^Max = Sm 

ist in der Vermessungspraxis allgemein. 

Sie zwingt im Laufe eines Jahres zur unverschuldeten 
Aufwendung einer Tagesarbeit für Nachmessungen, weil 
grobe Fehler da vermutet wurden, wo der durch unglück- 
liche Häufung der Fehlerelemente entstandene unver- 
meidliche den dreifachen mittleren Fehler zufälligerweise 
überschritt, läßt aber andererseits auch tatsächlich grobe 
Fehler bis ziun Betrage 3 m durchschlüpfen! 

eine nach der anderen, abrollen, und bringt man, beliebig 
verteilt, Hindernisse (etwa in Form eingeschlagener Stiftchen) 
an, welche die abrollenden Körper vorübergehend ebenso vom 
richtigen Wege (der Linie des stärksten Gefälles) ablenken, 
wie die während der Beobachtung auftretenden Fehlerelemente 
das Messungsergebnis vom Ziele der Messung, dem wahren 
Werte der Beobachtungsgröße, so werden die Kugeln den 
Fuß der Ebene in verschiedenen Punkten erreichen. Größere 
Abweichungen vom mittleren Ort des Auftreifens werden aber, 
entsprechend den vorstehenden Zahlen ^ viel ^^V^^'^'et "^äxs^ -^Sa» 
kleine. Eine g-e wisse, nur bei seht vieVaii "^vj^^Jös. ^YKassyS.^-^- 
iWfCÄteJfax/inaiab weichung wird keine ^eT^w^^\xv^^^^'s.OK;t«>^fc^ 
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2. Kapitel. 

Direkte Beobachtungen Yon yerschiedener 

Genauigkeit. 



§ 8. Wahrscheinlichster Wert einer Beobachtnngs- 
größe ans einer Reihe verschieden genauer Beobach- 
tungen. Gewicht der Beobachtung. Gewichtseinheit. 

Wir haben in Gleichung (2) das einfache arithmetische 
Mittel als den wahrscheinlichsten Wert einer Beobach- 

1/1 
tungsgröße festgestellt: L = ^^— , unter der Voraussetzung, 

ii/ 

daß den Beobachtungswerten l gleiche Genauigkeit inne- 
wolmt. Trifft diese Voraussetzung nicht zn, d. h. ist ein 
Beobachtungswert einer schärferen Beobachtung ent- 
sprungen, als der andere, so wäre es eine unbillige Zu- 
rücksetzung des genaueren ersteren, wollte man dem letz- 
teren wahllos denselben Einfluß auf die Gestaltung des end- 
gültigen Resultates einräumen, wie ihm. Niemanden würde 
es z. B. einfallen, als wahrscheinlichsten Wert L für eine 
Streckenlänge das einfache arithmetische Mittel zweier 
Beobachtungswerte / einzuführen, deren einer mittels ge- 
nauer Meßgeräte und -Methoden, der andere durch bloßes 
AI )S(ihreiten erlangt wurde ! Dagegen venu'sacht die Frage, 
auf welche Weise der verschiedenen Zuverlässigkeit 
der Einzelbeobachtungen bei der Bildung des gemein- 
samen Endresultates Rechnung getragen werden soll, 
zunächst noch Schwierigkeiten*). 

*) Diese Schwierigkeiten können dazu zwingen, vorüber- 

2:elien(i, d. h. bis zu ihrer Überwindung, entweder auf die 

(litJ'erentielle Behandlung verschieden genauer Beobachtungen, 

oder auf die Mitbenutzung weniget luxetVassv^^x 'Ä^^Ä^ri^- 
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Der Unterschied in der Genauigkeit der beobachteten 
Einzelwerte kann verschiedenerlei Ursachen entspringen. 
Hat z. B. die mehrfache Beobachtimg einer Gf^röße L 

Wj-mal den Wert l^ 
n,-mal „ „ l^ 
w„-mal „ „ l^ 

ergeben, so ist ohne weiteres klar, daß nicht etwa 

n ^ ^ 

sondern nach Gleichung (2) zu setzen ist: 

-< Wi >► -< M« >- -< Wn >" 

_ ^i + '" + ^i+^2 + '" + ^ + '" + ^w+'"+^»t 

(13a) { ~ ^h + Wo H h ^n 

~ ^1 + ^ H \-nn ~ [t\ ' 

Den fehlerfreien Zahlen wert n , welcher im vorliegen- 
den Falle angibt, wie oft ein und derselbe Wert l bei 
mehrfacher Beobachtung einer gewissen Größe aufgetreten 
ist, nennt man das ihm zukommende ,, Gewicht". 

Es ist nun aber auch denkbar, daß die Werte \ bzw. /g . . . 
nicht eigentliche Beobachtungs werte darstellen, sondern 
selbst wieder entstanden sind als Mittel aus n^ bzw. ng . . . , 
Beobachtungen von durchweg gleicher Genauigkeit, die 
man aus irgendwelchen Gründen (z. B. infolge zeitlicher 
Beobachtungsunterbrechung) gruppenweise zusammen- 
gefaßt hat. 

tungen bei der Bildung des Endergebnisses überhaupt zu 
verzichten. Dies geschieht z. B. in bezug auf eine viel- 
umstrittene, häufig mehr nach politischen, als sachlichen Er- 
wägungen beurteilte Frage: die des politischen. W^Väx^Oc^k^ 
(allgemeines, gleiches Wahlreclit, A.\]Ä^c)D^x)Ä» ^iJka xs&ecvsst '^^- 
hsdtener Personen vom WahbrecVilV 
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Bezeichnen wir sie zur Unterscheidung gegen vorhin 
diesmal mit /', /". . . und die zu ihrer Gewinnung ver- 
wendeten ürbeobachtungen mit 

*i *2 • • • Sil » *i «2 • • • Sja » *i *2 •••*«« 1 
so daß nach Gleichung (2) gewonnen wurde 

n^ Wa n„ 

so könnten wir zur Bildung des Endwertes L die ursprüng- 
lichen Beobachtungs werte benützen, d. h. die bereits ge- 
mittelten Werte V wieder auseinanderziehen. Gleichung (2) 
würde dann liefern: 

^1 + ^2 H h w„ 

Wi + Wa H 1- w,, 

Nun ist aber nach Gleichung (2) auch n^ • /' = [V] usf., 
so daß der obige Bruch übergeht in 



(13b) L = 



fh + ^h + • • • ^n M 



WO /' die aus den Ürbeobachtungen gewonnenen Zwischen- 
inittol und n die dazu jeweils verwendete Anzahl der 
erstcren vorstellen. 

Die Gleichung (13 b) entspricht vollkommen der Glei- 
c.liunj;" (13 a) und zeigt, daß das jedem Einzelwert zu- 
koiiiiiionde Gewicht n auch gedeutet werden kann als An- 
zalil der zu seiner Bildung verwendeten gleich genauen 
UrlM'obachtungen. 

Der Wert L des endgültigen Mittels der Beobach- 
tjingsgTöBc bleibt ferner unverändert, ^e>w\\ maxv \edes 
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der Gewichte n mit einer konstanten Zahl q multipliziert, 
denn man hat: 

oder durch Einsetzung von gn =p 

(13c) L- I'^^'+P2i''+-'+Pnl"- _ [pn 

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, 
die Beobachtungen seien ursprünglich von gleicher Ge- 
nauigkeit und ihre in Gleichung (13 a) bis (13 c) einzu- 
führenden Beträge / bzw. V nur deshalb verschieden- 
wertig, weil sie als Extrakt aus einer verschieden großen 
Zahl von Uibeobachtungen gewonnen seien. Die Ge- 
wichte ergaben sich in diesem Falle gleich, oder propor- 
tional den Repetitionszahlen. 

Entspringt die Vrrschiedenwertigkeit anderen Ur- 
sachen, z. B. der Verwendung verschieden genauer In- 
strumente oder Beobachtungsmethoden usw., so müssen 
die den einzelnen Bcobachtungswerten / zukommenden 
Gewichte p erst erschlossen werden, etwa aus der ihnen 
innewohnenden Genauigkeit, d. h. ihrem irgendwie fest- 
gestellten mittleren Fehler m . Möge der mittlere Fehler m 
einer solchen Beobachtung l bekannt, derjenige einer — 
mit irgend einem Instrument, nach irgend einer Methode, 
oder vielleicht nur gedachten, überhaupt nicht ausge- 
führten — Normalbeobaclitung = ju festgesetzt sein, so 
kann man jeden der Beobachtungswerte l sich gewonnen 
denken als Mittel aus einer Anzahl p solcher Normal- 
beobachtungen, durch deren Zusammenfassung statt des 
Einheitsfehlers ja , für das Zwischenresultat l^ . . . der 
mittlere Fehler m^ , . : erzielt wurde. Ii\ö \i\&\\Nxsi ^nrJvnj^ 
Zahl p von JVormalbeobac\it\xTi^^Ti ^\j^\. ^<^'^^ ^^^ 
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Gre wicht einer solchen wirklichen Beobachtung und 
ergibt sich nach Gleichung (11) aus 



zu 



(Ua) 






Die nach dem Vorstehenden eventuell nur gedachte 
(nicht wirklich ausgeführte) Normalbeobachtung heißt 
„Gewichtseinheit", ihr mittlerer Fehler^ „mittlerer 
Fehler der Gewichtseinheit". Damit geht die Glei- 
chung (13 b) bzw. (13 c) über in 

2 



L = 









/;/ 






+ ^/.. 



m 



n 



LI' W 



(13d)<^ 



m 



mfi 



+ 



f^' 



m 
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2 1 ' ^„2 -' ^ 



mfy 



+ ■ ;.T In 
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ni 
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mm 
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mm 



Das Verschwinden von // aus der Gleichung (13 d) 
sagt: Das Resultat L einer Beobachtungsreihe 
wird durch veränderte Annahme der Gewichts- 
einluMt nicht geändert. 

Sind endlich die Beobachtungen / nicht bloß mit ver- 
schitiden großen mittleren Fehlern m behaftet, sondern die 
in ( 1 3 (!) einzuführenden Werte l selbst wieder je aus einer 
veränderlichen Zahl n solcher Beobachtungen gemittelt, 
so wächst ihr Gewicht entsprechend Gleichung (13 a) pro- 
j>i>ri)()nal dieser Wiederholungszahl uii'l e^ V^t «W^^tsv^vc^-, v 
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das Gewicht p des aus w-facher, je mit dem 
mittleren Fehler m behafteter Wiederholung erschlossenen 
Beobachtungswertes 



(14) 



P = 



7n^ 



der wahrscheinlichste Wert, das „allgemeine arith- 
metische Mittel" aus einer Reihe verschieden 
genauer Beobachtungen 

(13) r \PI] 



L = 



iw 



[p] 



n ju 



21 



Aus (14a) ergibt sich ftlr das Verhältnis der Gewichte 
zweier, aus gleich oftmaliger Wiederholung ungleich ge- 
nauer Beobachtung entsprungener Beobachtimgswerte /^ 
und Zg 5 denen bzw. die mittleren Fehler in^ und Wg zu- 
kommen: 



Pi 



^' 2 



P2 = 



^2 

ml 



(15) 



Pi:P2 = nii:mi 



m^ : m.2 = y>2 • VPi ^ 



d. h. die mittleren Fehler verhalten sich um- 
gekehrt, wie ihre Gewichtswurzeln. 

Die Gleichung (13) läßt eine scliöne Deutung aus 
dem Gebiete der Mechanik zu: Denkt man sich die 
Beobachtungswerte / als Ordinaten zu einer be- 
liebigen Abszisse aufgetragen und die End- 
punkte je mit dem Gewicht p d^x t.\v%^\v^^\%^^ 
Beobachtung behaftet, so \>eze\c\\.Tv^^. ^^^ ^^vv^- 
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gültige Mittel L die Ordinate des Schwerpunktes 
des so gewonnenen Systems von Massenpunkten, 
weil die Summe der statischen Momente ist 

§ 9. Eigenschaften des allgemeinen arithmetischen 

Mittels. 

Wir haben in Gleichung (13) für den endgültigen 
Wert L aus einer Reihe verschieden genauer Beobach- 
tungen /, denen die Gewichte p zukommen, ermittelt: 

Rückwärts können wir jetzt die Verbesserungen (Zu- 
schläge) V berechnen, welche an den einzelnen Be- 
obachtungswerten l anzubringen sind, um sie zum Mittel- 
wert zu ergänzen: 

h'V'^l=^ ^ 3-180 V^ = L — l^ 

analog Vg = L — l^ . 

Hieraus erhalten wir 

Pn^n=Pn^-Pjn 



(16) pi v^ +i?2^2 H bPnVu = |>i;] = L|>] — |>q 

wegen Gleichung (13) = , 

übereinstimmend mit Gleichung ( 1 ), wo/?i=jy2 ==-"=i?»= 1 
und [v] = war. Gleichung (16) liefert eine wertvolle 
Rechenprobe für die richtige Bildung des Mittelwertes L . 
Sie zeigt aber auch eine schöne Analogie mit der Statik 
^f^räftepolygon). 
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Wir haben schon im vorigen Paragraphen aus der 
Ghleichung \j)]L — [p[\ = erkannt, daß der endgültige 
Mittelwert L die Ordinate des Schwerpunktes vor- 
stellt, eines Systems von Massenpunkten (nämlich der 
Endpunkte der Ordinaten l)^ wenn man jeden von ihnen 
mit dem der betreffenden Beobachtung / zugehörigen Ge- 
wichte p behaftet. Die Abstände der einzelnen Massen- 
punkte von der durch den Schwerpunkt gezogenen 
Parallelen zur a?- Achse sind dann L — l = v und es 
muß sein — als Eigenschaft des Schwerpunktes — das 
Trägheitsmoment in bezug auf diese Parallele 

(17) ^[pvv] = Min. 

Zur Probe bilden wir 

v'„=L'-2Ll„+i, 

1 also 

\- PiV,v^=p^L^ — 2p,Ll,+p^ri 



[pvv] = L^[p] — 2L[pl] + [pll] . 

Verlangen wir nun die Auswahl des endgültigen 

Wertes L so, daß ^ , 

' [pvv] = Min. , 

80 erhalten wir 

^ = 2LM-2[pq=0 

in Übereinstimmung mit Gleichung (13) und mit Glei- 
tad dmng (4), wenn man beachtet, d«Ä ^'^ ^^^\^)«jXfc -^i ^^^ 
^badnen jBeobachtungswerte doT^:. = \ ^^^^* 



/ 
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§ 10. Praktische Ansrechniuig des Mittelwertes X nnd I 
des Trägheitsmomentes [pvv]» 

Die Berechnung des Mittelwertes L mittels Glei- 
chung (13) ist schwerfällig. Führen wir dagegen einen 
Näherungswert N möglichst nahe bei L ein und betrachten 
als neue Unbekannte den an ihm anzubringenden Zu- 
schlag X , so daß L = N -]- x^ zerlegen wir femer die 
Beobachtungswerte / in zwei Summanden, so daß 



l=.N-\- V. 



so Avird 






somit [p l]^=N [p] -f- [p y] 

uiul 

(18) L = M=.Y+-^ 

analog Gleichung (7), wenn man beachtet, daß jedes Ge- 
wicht p dort = 1 war. 

Den Wert des Trägheitsmomentes [jyvv] entwickeln 
wir wie folgt: 

also 
und 

Pi ^i ''i =Pi ^i — ^Piii ^'+Pi ^'^ 



fj?rr]=^[pll\--^N{pl\-^l>^^\:p\. 
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Um [pll] zu eliininieren und gleichzeitig [pvv] in 
ie Gleichung einzuführen, substituieren wir aus der 
.47 angeschriebenen Minimumsbedingung 

[pvv] = L^[p]-2L[pl\ + {pll\, 

der weü L = ^ 

[P] 

rodurch 

[pyv] = [pvv] + ^-2N[pT\ + Nnp] 

=^[pvv] + [p][^-^N)\ 

Iso (in Übereinstimmung mit Gleichung (8), wo 

1 ==-P2 = •••==!) 

19) [pvv] = [pvv]--- |jp](L — iV)g. 

Der Subtrahend ist unter allen Umständen positiv, 
Iso [pvv] <[pvv], solange L — N nicht gleich 0, in 
Übereinstimmung mit Gleichung (17). 

§ 11. Erreichte Beobachtangsgenaiiigkeit. Gewicht 
und Genauigkeit des Endwertes. 

Im § 8 haben \^ir festgestellt, daß das Gewicht p 
iiner Beobachtung / nichts anderes ist, als diejenige Anzahl 
on (wirklich ausgeführten oder nur gedachten) Beobach- 
ungswiederholungen je vom mittleren Fehler fx , welche 
lötig ist, um den mittleren Fehler m der l zu erreichen. 
)asselbe trifft natürlich auch zu für das Gewicht P des 
endgültigen Wertes L : es ist gleich der Anzahl der zur 
Srzielung seines mittieren Fehlers M. V^^^^i^<öö. ^'^- 
)bachtiiDg-en je vom mittleren. ^e\l\ftT ^ . ^\xA ^^ T^^^ct 

WeJtbrecht, AusgleichungSTecbiiVLii^. 
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Ermittlung des Endwertes L benützten Beobachtung« 
werte l ungleich genau und konunt dem Beobachtung« 

weile : 

l^ d. Gewicht p^ zu, so sind zu seiner Bildg. p^ Beob. v. Gew. 

*2 n 1^ Pi 11 11 1^ 11 11 11 Pi 11 11 71 



verwendet worden. Die Zahl der zur Bildung des End 
wertes L verwendeten — gleichgültig, ob tatsächlic 
ausgeführten oder (vgl. § 8) nur substituierten — Be 
obachtungen vom Gewicht 1 ist daher 

Pi+P2-\ Pn^ d.h. 

der aus einer Anzahl von Beobachtungswei 
ten/j^..., denen bzw. die Gewichte jt?i, jt?^ . . 
zukommen, gebildete End wert L hat das Gewich 

(20) Pl = b] • 

Diese Eigenschaft des Endwertes L entspricht der i 
§§8 und 9 gegebenen statischen Deutung: Die im Schwer 
punkt angreifende Gegenresultante muß beim Vorhanden 
sein nur parallel wirkender Einzelkräfte p gleich de 
Summe der letzteren sein, wenn Gleichgewicht bestehet 
soll. 

Ist — etwa aus der Beobachtungsreihe heraus oda 
durch Scliätzung — der mittlere Fehler ju einer Normal' 
l)»x)])achtung (Gewichtseinheit) bekannt, so sind wir jetxl 
imstande, sowohl den mittleren Fehler m^ irgend einei 
Beobaclitungswertes Ir als auch den mittleren Fehler M 
dos Eiul wertes L abzuleiten. Die Gleichung (15) lieM 
hierfür: 
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/m' : mj: = p^ : 1 , also m* = 



if2 = ^ = 



Pr 

/^2 



(21) 



/" 



/i«:3f«=P:l, also < 



1 



P 



[P] 
Pt 



M^ 



= ^ + ^ + 






i"^ 



m 



wj 



mw 



(22) 



Bei der Ableitung der Gleichungen (20) bis (22) haben 
wir vorausgesetzt, es sei nicht bloß das Gewicht p jedes 
einzelnen Beobachtungswertes /, sondern auch der mittlere 
Fehler [x der Gewichtseinheit von vornherein bekannt, 
(etwa bei Bildung der in die Rechnung einzuführenden 
Werte l als Teilmittel aus gleich genauen, wirklich aus- 
geführten Reihen von Normalbeobachtungen erschlossen). 
Sie benützend, ist es gelungen, vor der Ausgleichung 
der Beobachtungen und der Ausrechnung des Endwertes L 
die ihm innewohnende Genauigkeit, seinen mittleren 
Fehler M^ zu ermitteln: auf die Kenntnis von p und fx 
gründete sich die Ableitung von P, m und M, 

In vielen praktischen Fällen der Vereinigung ungleich- 
wertiger Beobachtungsresultate ist aber neben deren 
Werten l nur ihr Gewicht jo oder ihr mittlerer Fehler m 
bekannt. Auch in diesem Falle muß uns ein Einblick in 
die erreichte Beobachtungsgenauigkeit möghch sein, denn 
wir können nach Gleichung (13) den Endwert der Be- 



obachtungsgröße L = 






und' nach Gleichung (16) die 



an den Beobachtungswerten anzubringenden ZiisßJsJÄJsgi. -v^ 
berechnen: 
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Je kleiner die nötigen Zuschläge („Verbesserungen")» 
sind, lun jeden Beobachtungswert / zum wahrschein- 
lichen, dem Endwert L , zu ergänzen, um so genauer sind 
offenbar die Beobachtungen l ausgeführt, um so sicherer 
ist also auch der Endwert L bestimmt. 

Die Genauigkeitsermittlung stützt sich in diesem Falle 
auf das Ergebnis L der Ausgleichung, ein etwa daraus er- 
rechneter mittlerer Fehler m der Beobachtungswerte l , und M 
des Endwertes L , muß im Gegensatz zum Vorhergehenden 
als mittlerer Fehler nach der Ausgleichung bezeichnet 
werden. Selbstverständlich müßten, strenggenommen, der 
mittlere Fehler vor und der mittlere Fehler nach der Aus- 
gleichung, da, wo beide sich überhaupt berechnen lassen, em- 
ander gleich sein. Entgegengesetzten Falles wäre zu er- 
gründen, wodurch eine Verschiedenheit beider Werte für die- 
selbe Größe verursacht werden kann (s. S. 58). 

Wären statt der n Beobachtungswerte /^ . . . ^i , denen 
je 'hzw. die Gewichte jOi . . . Pn zukommen, die Werte l 
der — gleichgültig, ob tatsächlich ausgeführten oder nur 
gedachten — Urbeobachtungen je vom Gewicht 1 be- 
kannt von denen 

jt>j zur Ermittlung des Wertes l^ = 



Jn ■' •' -1 11 ^w ^ ~ 

[P] '1 -1 :^ 1, ^~[p] 

dienten, so hätte man den Fall gleich genauer Be- 
obachtungen. Man erhielte naeli GleYel:m.\i^ (5 a) luld 
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(5 b) den mittleren Fehler einer solchen Urln^jl^ach- 

tnnt;- 

wenn die Werte 9? die Verbesseriingazuscliläfje darst«*ll«'n. 
welche jeden eingewichtigen Beobachtungswert / zum 
Endweil« L ergänzen und welche sich aus den Fehl'i- 
gleichungen ergeben: 



Pl T ,Pl 



Pn f ,Pm 

Je größer die Zahl der eingewichtigon Tri •-.■.a- :i 
tiingen X und ihre Genauigkeit ist, um so näh im k- n.ii! 
der Endwert h dem wahren "Wert, um so näh» r k-iiiüi- n 
also die Verbesserungszuschläge 99 den wmIh. i: \ • 1- 
bessenm gen tpxü der ürbeobachtungen / , i n n 1 \\ i 1 k - • i , r. • • 11 
nach Gleichung (öa) sehr genähert s»tz«ii: Minl'Tor 
Fehler einer Urbeobachtung i, berechnot au- i. 1 : 

/ 1 V 1 i 

Ih 
fr' 



1-ten Beobachtungsgrappe ?, -:-•// - 



1« l ■ • II - 



-^ 



Vr*'^^ 
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Damit liefert Gleichung (11): 

Mittlere Fehler m der Teilresultate l aus denen der ein- 
gewichtigen Beobachtungen X 

" YP2 ^^ 



Wir haben damit die Möglichkeit erlangt, die mitt- 
leren Fehler m der (verschieden-gewichtigen) Beobach- 
tungen / aus den Verbesserungen (p der UrbeobachtungeB 
zu errechnen. Zwar sind diese selbst nicht bekannt 
wohl aber die an den Beobachtungswerten l (deren jedei 
als Resultat aus p ürbeobachtungen erscheint) anzu- 
bringenden Verbesserungen v. 

Die zwischen v und 90 bestehende Beziehung könnei 
wir aber aus Gleichungen (5 b) und (11) ennitteln: 

nach (5 b) ist das Quadrat des mittleren Fehlers einei 
von n gleich genauen Beobachtungen 



w* 



[vv] 1 / 2 I 2 I \ 

n — 1 n — 1^^ ^' ^ 



nach (11) ist das Quadrat des mittleren Fehlers de« 
Resultates von n gleich genauen Beobachtungen 

jtf . = _»»'=_.. [JL^U =. _L (j'v + 1 + ..A 

n n- {n — 1) n — l\n n J 

d. h. das Quadrat des mittleren Fehlers vom Re- 
sultat und das Quadrat der an deii^eci>ö^Q\v\.>vY^^^^ 
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anzubrisgenclen Yerbesserungen v wachsen im 
gleichen Verhältnis, oder 

m^ : u« = v* : 098 ; «>« = i;« — - = v^ *p , 

Man könnte jetzt zur Bestimmung des mittleren 
Fehlers jli der Gewichtseinheit die aus v errechnete Ver- 
besserung q) einer Beobachtung vom Gewicht 1 in Glei- 
chung (23) einsetzen. Allein diese Gleichung setzt das 
Vorhandensein von [^] solcher Verbesserungen cp voraus, 
während wir deren, entsprechend der Anzahl von Ver- 
besserungen v, nur n besitzen. Wir müssen daher ent- 
weder [q) (p\ auf den Betrag erweitern, den diese Summe 
annimmt, wenn die Zahl der Verbessenmgen q? von w auf [p] 

\p] 
erhöht wird, d.h. [999p] = [pvv] mit -^^-^ erweitem, wodurch 

wir erhalten ^ 

(23a) ;« = +i/ImJ . M = +l/[P^ , 

oder besser der Zahl n von Summanden entsprechend 
den Nenner reduzieren, wodurch der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit wird 

(23a) , = ±fl^ = ±|/M| . 

Wir erhalten schließlich durch Einsetzung von ju in 
(21) und (22) als mittlere Fehler nach der Ausglei- 
chung: 

mittl. Fehl. d. 1 _ J^ l/ [j^^^J 

^^^^^ Beob.. Wertes l,r' '''' ^ f^,; ^ =t J^ Jy^^^)Vr ' 

mittl. Fehler d. ] ^i \( ^'^'^A 



^^^^^ mdwertes Z / ' " ^ = ~^^ ^\ T^^^\sX 
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Ansgleiobung direkter Beobachtungen. 
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Ausgleichung direkter Beobachtungen. 



Hieraus liefert: 



(28 a) 



(28 b) 



/* = 




585 
2 


Af« = 


585 
, . 13,2 


Mj,= 


■±f 


585 
2-5,7 


Mj,= 


.±Y- 


585 
2-2 


M 


:4-l/- 


585 



= + 17,2 cm ) 
= +4,7cm 
= ± 7,2 cm 
= + 12,1 cm 



als mittlere Feh- 
> 1er nach der Aus- 
gleichung. 



(28 c) 

Die mittleren Fehler vor der Ausgleichung weichen 
von denjenigen n«ach der Ausgleichung erheblich ab 
(vgl. S. 56). Die Abweichung hat ihre Ursache teils in 
üngenauigkeiten der mittleren Fehler m , welche durch 
solche Beobachtungsfehler erzeugt werden, die, ihrem 
Betrag nach zwar nicht erheblich genug, um zur Nach- 
messung zu veranlassen, nach ihrer Entstehimg doch 
den groben Fehlem zugerechnet werden müßten und 
welche das Messungsergebnis und die Bestimmimg des 
mittleren Fehlers lun so stärker beeinflussen, je kleiner die 
Wiederholungszahl ist. Namentlich wird die Abweichung 
aber hervorgerufen durch regelmäßige Fehler, die, bei 
den verschiedenen Beobachtungsgruppen in verschiedenem 
Betrag auftretend, innerhalb jeder einzelnen Gruppe gleich 
wirken, in ihr also überhaupt nicht bemerkbar werden. 

Hierher gehören : Unrichtigkeiten in der Länge der Meß- 
werkzeuge (die bei derselben Messungsgruppe überhaupt nicht, 
wohl aber beim Vergleich der Resultate zweier Gruppen, z. B. 
einer Stangen- mit der Bandmessung, in die Erscheinung 
treten), oder in den zur Wägung benutzten Gewichten; Be- 
leuchtungsphasen und Abweichungen von der Vertikalstellung 
ifer Sj'ß^nalstangen beim Anzielen; legeVmäÄY^e TeVLxmigsfehler 
'teilungen usw. 
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IL Abschnitt. 

Vermittelnde Beobachtungen. 



1. Kapitel. 

Fortpflanzung von Beobachtungsfehlern auf 
Funktionen der Beobachtnngsgrößen. 

§ 12. Mittlerer Fehler M und Gewicht P 

einer expliziten Funktion F der beobachteten Größen 

Xj , Xg • • • iw » welche mit den mittleren Fehlern 

m^ , m^ . . . m^ behaftet sind. 

Die gesuchte Größe X sei als explizite Funktion der 
Beobachtungsgrößen I/^, L^^.^L^^ ausgedrückt: 

(24a) .Y = F{Ly^ ,L^,.,Ln). 

Die Beobachtungsgrößen L seien mit den mittleren 
Fehlem ±^1? i^'2> • . • zb^» behaftet. Denken wir uns 
jeden der Beobachtungswerte um seinen (zunächst als 
positiv vorausgesetzten) mittleren Fehler m vergrößert, 
so wird der Einfluß dieser Änderung der Bestimmimgs- 
größen L auf den Funktionswert X sein: 

JE=:F{L,+m,, L^ + twj, ... L„+ wj -F{L,, X^ ... ZJ . 

Entwickeln wir den Minuenden mittels der Tayl er- 
sehen Reihe, und setzen die mittleren Beobachtungsfehler w« 
als so klein voraus, daß wir berechtigt sind, Potenzen von 
ihnen, gegenüber den Beobachtun^^^xle^^'^'öiVT^"^'^" 
nachlässigen, so erhalten wir 
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E=F{Li, ij ... IrJ + mi^-^ + Wj^^-H 

dF 

H 

dF , ÖF , , ÖF 
Dieser Ausdruck geht über in 

wenn man den Differentialquotienten 

(24b) !£ = /. 

setzt. 

Nun werden wir berechtigt sein, die Gesamtwirkung 
der mittleren Fehler m der Beobachtungsgrößen L auf 
die Funktion X als deren mittleren Fehler Mx zu be- 
zeichnen, wenn es uns gelingt, bei Berechnung dieser 
Gesamtwirkung der Tatsache Eechnung zu tragen, daß 
diese mittleren Fehler im Vorzeichen unbestimmt sind, 
sich also im Zusammenwirken teilweise aufheben können. 
Der soeben berechnete Fehlereinfluß E setzt aber, im 
Gegensatz hierzu, alle mittleren Beobachtungsfehler m 
als gleich gerichtet voraus, ist also jedenfalls >-3fx. 
Immerhin wird er uns zum gesuchten mittleren Fehler Mx 
führen, wenn wir durch Quadrieren die Vorzeichen der m 
eliminieren. Kehren wir zu diesem Zwecke zur tatsächlich 
vorliandenen Unbestimmtheit der Vorzeichen von m zu- 
rück, so erhalten wir als Quadrat des Einflusses der 
Änderungen -fm an den Beobachtungsgrößen L 
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Die Zahl der Summanden von der Form mim^l^l^ 
ist ^= n^{i% — 1) , diejenige der quadratischen Summan- 
den nur gleich n . Dem absoluten Wert nach ist aber die 
Summe je zweier quadratischer Summanden unter allen 
Umständen größer als das zugehörige doppelte Produkt 
(a2 + 62>2afc,weila2 + 62— 2afc = [a— ^]2=positiv). 
Überdies sind die quadratischen Summanden alle positiv, 
die anderen gleich wahrscheinlich + und von ähnlicher 
Größe, so daß sie gegen die ersteren um so mehr zurück- 
treten, je größer ihre Zahl ist. Die Unbestimmtheit des 
Vorzeichens von m hat also zur Folge, daß die letzteren 
Simimanden sich in der Hauptsache gegenseitig aufheben 
und daß der ermittelte Wert für £^2 übergeht in das 
Quadrat des mittleren Fehlers: 

(24c) ifl =mfZf + twlZH \-mli:i^ = \mmll\. 

Das Gewicht Px der Unbekannten -X^ erhalten wir 
durch Vergleichung der mittleren Fehler nach Gleichung 
(15). Ist nämlich ^ der (event beliebig festgesetzte) 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit (jo = 1) , so ist 

P, : 1 = /i2 : if 2 

Durch Einführung der Gewichte jp für die Beobacli- 
timgsgrößen L und unter Benutzung von (14) wird hieraus 

(24d) _ =--^ + -1 + ...= — 

Px Pi P2 [P. 

1. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler m 
und das Gewicht P von X= aL , wenn a ein fehlerfreier 
Faktor und L eine mit dem mittleren Fehler m V^^ofeÄRJc^sMü 
Größe ist? 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



Gleichung (24c) liefert: /;3t\2 



M r = a • m, 

a L ^ L 



iu Übereinstimmung mit der früher abgeleiteten Gleichung (9). 
Gleichung (24 d) liefert: 



II 
V 



P 



■> p IL 



wenn p das Gewicht der Beobachtungsgröße L rorstellt. 

2. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler M und 
das Gewicht P der Größe X = 2>, + A i * * * ih-^i» > wenn 
L^ . . . beobachtete Größen sind, denen die Gewichte Pi . . . 

und die mittleren Fehler m^ . . . zukommen. 
Gleichung (24c) liefert: 

= t»i + ^2 H \-ml = [mm] 

in Übereinstimmung mit Gleichung (10). 
Gleichung (24 d) liefert: 



1 



II 

IP 



Pi P2 



-i= 



[p\ 



Sind die Gewichte und die mittleren Fehler der Einzel- 
großen L einander gleich (wie das z. B. beim Wägen einer 
Masse in n Teilen, beim Messen von Strecken für jede ein- 
zelne der n Stangenlagen, oder bei Bildung eines Winkels 
durch Zusammensetzung aus n Teilen usw. der Fall ist), so 

-^^L, ± /^ ± . . . = ±)' K »^*] = ±}^w •m' = mfn 
1 






Pi Pi 

_ P 

n ' 



+.1 =.- 

Pi Pi 



(\. h. der mittlere Fehler einer Summe oder Differenz gleichwertiger 
Binzelgrößen wächst proportional der'Wni2.fe\ÄV3Ä\!to«i Ks^Ss^ 
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das Gewicht einer Sosune oder Differenz gleichwertiger Einzel- 
großen nimmt ab proportional ihrer ^zahl. 

Bs zeigt sich hier ein bemerkenswerter Unterschied, der 
fflr die Genauigkeit einer Größe bezeichnend ist: 

Wird eine Größe gewonnen als Mittel aus n Beobachtungen 
je vom Gewicht P = 1 ^ so ist das Gewicht des Mittel- 
wertes F=n ^ 

wird eine Größe gewonnen durch Addition oder Subtraktiou 
von n Einzelgrößen je vom Gewicht j? = 1 , so ist ihr Ge- 
wicht P= — , 

wird eine Größe gewonnen durch Multiplikation einer beobach- 
teten Größe vom Gewicht i> = 1 mit einer Konstanten n , 

so ist ihr Gewicht P = — , (Distanzmesser usw.). 

Es bedürfte also im zweiten Falle n-facher, im dritten 
Falle n'-facher Beobachtungswiederholung der Teilgröße, um 
das Gewicht und die Genauigkeit einer einzigen einfachen 
direkten Beobachtung für die gesuchte Größe zu erzielen. 

3. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler einer 
Dreiecksseite ÄB = c und ihr Gewicht, wenn gemessen wurde: 

6 = ^0=106,00 ± 0,06 m 
</^ = 29'»39' +1' 
<y = 120«07'±2' ? 

Die Trigonometrie liefert die Beziehung 

b 
c = -7—xsmy , 
smp 

woraus mittels Gleichung (24 c) 

sin*y 2 I [hsmy n\^ o , ( b \* « 

sin*p ^ V sin^p / P Vsm/? / ^ 

sin V 
= -^^ nkl + c" ctg'ß m^ ^- c' ctgV • rn'^ 

(m^ und m in aDaijtischem Maß awsge^^c^. 



^={llT-?+(t)'-H("i-' 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



Statt die mittleren Beobachtongsfehler m^ und m durch 

Division mit q^ auf analytisches Maß zurückzufahren, können 
wir auch die zugehörigen partiellen Ableitungen mit g^ divi- 
dieren und als Winkeleinheit die Minute, als L&ngeneinhdt 
das cm wählen, wodurch wir erhalten: 







90,25 = 5 


1*9528 
0-9764 


b 

fsinß 


2-02531 
0-30566 
9-93702 

2*26799 


sin/5 
siny 

h 
3,06 - /? 


9-6943 
9-9370 


ctg/5 
e 

ctgy 


0-2447 
4-2680 


smy 
b = c 


0-2427 
0-4854 


6-4637 
9-7636 








9,78 - 5 


0-4952 
0-9904 



Also ist 



itfj = 3,06 • 36 + 90,25 • 1 + 9,78 • 4 

= 110 + 90 + 39 = 239 = [mmiq , 
3f^=+V^ = 15,5cm. 

= 185,35 + 0,155 m. 

Einfacher noch läßt sich der mittlere Fehler einer Punk- 
tion von der obigen Form mittels Logarithmieren finden. Wir 

logc = log& + log sin y — log sin/5 , 

somit nach Gleichung (10) 



M. 



logc 



y'm 



log 6 + *"log sin Y "^ ^'^log sin/S 



Man hat jetzt nur beim Aufschlagen von 



gleich- 



log 6 

log sin y 

\ log sin /5 
zcitijr zu notieren, welchen Einfluß auf die letzte (fünfte) Stelle 

recmj 

des log eine Änderung des numerus um < 2' > ausübt (s. unten). 

Iv \ 
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2-02531 
0-30566 



siny i 9-93702 



^log »"log 

24e 605 

22 484 

7 49 



a85,35±0,15 = c 2-26799 + 34 1138 woraus mj^^, = +yil38 

= ±34 . 

Ein mittlerer Fehler des logc von + 34 Einheiten der 

fünften Stelle liefert (gleichzeitig mit dem Aufschlagen von c) 
den mittleren Fehler des numerus Jf^ = -f-15 cm. 

Das Gewicht P der berechneten Seite c erhalten wir 
mittels Gleichung (24 d) 

1 1 r ,r 239 



P, f^^-—-^ ^2 • 

Geben wir der Messung der Seite h das Gewicht 1 , so 
wird ^ = 6 cm und ^w* = 36 , somit 

_L=239 

P, 36 



2. Kapitel. 

Ausgleichnng yermittelnder gleich genauer 

Beobachtungen. 

Durch den Abschnitt I wurden wir in die Lage ver- 
setzt, den wahrscheinlichsten Wert einer direkt imd mehr- 
fach beobachteten Größe, seinen mittleren Fehler imd sein 
Gewicht zu bestimmen. Dagegen hat er uns nicht ge- 
lehrt, in überschüssiger Zahl vorhandene Beobachtungen 
auszugleichen, welche zur Bestimmung eii\aT oÄet \fik5^- 
rarer anderer^ von ihnen abhängiger GfT^&evi ^^\ieö.^^^^^- 

Weithreebt, Ausgleichungsrechnung. ^ 
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Auch das 1. Kapitel des gegenwärtigen Abschnittes 
zeigte ims nicht, wie die Werte L für solche vermittelnde 
Größen auszugleichen, wenn sie in überschüssiger Zahl 
vorhanden sind, sondern nur, wie sich der ihnen anhaftende 
Felil(^r m auf einen (nicht überbestimmten) Funktionswert 
fortpflanzt. 

Jetzt wollen wir Beobachtungswerte, welche zur Be- 
rechnung anderer, von ihnen abhängiger Größen dienen 
sollen und in überschüssiger Zahl vorliaoden sind, so aus- 
gleichen, daß letztere sich übereinstimmend ergeben, gleich- 
gültig, welche der ersteren auch zm* Rechnung benützt 
werden mögen. 

Ist die Zahl der gesuchten Unbekamiten nicht größer 
als 2, so läßt sich die Ausgleichung der zu ihrer Berechnung 
dienenden Beobachtungs werte häufigauf graphischem Wege 
l)«nvirken, womit der Vorzug erhöhter Anschaulichkeit und 
der alsbaldigen Erkenntnis etwaiger grober Beobachtungs- 
felilor verbunden ist. Wir behandeln daher zuerst die: 

§ 13. (rraphische Ausgleichung zusammengehöriger, 
beobachteter Argument- und Funktionswerte bei zwi- 
schen ihnen bestehender bekannter oder unbekannter 
Beziehung. Beobachtungsfehler. 

Um zu untersuchen, ob zwei Größen voneinander ab- 
liiingig sind^ und zutreffendenfalls, welche Beziehung 
zwisclii^n ihnen besteht, kann man korresjDondierende (zu- 
siininiengehörige) Beobachtungs werte beider als Abszissen 
und (Jrdinaten in bezug auf ein beliebiges Koordinaten- 
system auftragen und die dadurch erlialtenen Punkte 
durch eine stetige Linie (Fuuktionskurve) verbinden. Yer- 
läuft die Linie gesetzlos oder parallel, bzw. senkrecht 
zur Abszisse, so besteht entweder keine Beziehung zwi- 
>^i'hn:i den kori'espon dierenden Beobaehtvxugswerten, sie 
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sind voneinander unabhängig, oder die beobachteten 
Fiinktionswerte sind nicht bloß von den der Beobachtung 
unterworfenen, sondern überdies noch von anderen Argu- 
menten abhängig. 

Im letzteren Falle kann man die korrespondierenden Be- 
obachtungen unter gewissen abgewarteten oder künstlich her- 
beigeführten, die Wirkung jener weiteren Argumente vor- 
übergehend ausschaltenden Umständen wiederholen. 

Läßt die „Funktionskurve" nach den Sätzen der ana- 
lytischen Geometrie ein gewisses Gesetz erkennen — 
gerade Linie zeigt lineare Beziehung, w- fache Oszillation 
algebraische Beziehung (n + l)-ten Grades an — , so 
kann man der Zeichnimg die Lage- und Formbeziehungen 
(Abschnitt auf der 2/- Achse, Richtimgskoeffizient, Para- 
meter usw.) entnehmen: Die Verbindungslinie der 
mit den zusammengehörigen Beobachtungs- 
werten als Koordinaten aufgetragenen Punkte 
(Funktionslinie) vermittelt uns die Kenntnis 
der zwischen beiden bestehenden Beziehung. 

Dabei wird das Wesen der Funktionskurve von der 
Wahl der Verjüngungsverhältnisse für die Abszissen und 
die Ordinaten und von der Lage der Koordinatenachsen 
nicht berührt. Ja, es kann sich sogar empfehlen (auch 
ohne daß die zusammengehörigen Beobachtungswerte 
Größen verschiedener Gattung sind, in welchem Falle 
für jeden von beiden je ein passendes Verjüngungs- 
verhältnis gewählt werden muß), Ordinaten und Ab- 
szissen in verschiedener Verjüngung zu zeichnen, wenn 
sie sich erheblich voneinander unterscheiden, oder wenn 
man auf schärfere Darstellimg von Veränderungen einer 
von ihnen besonderen Wert legt. 

Wären die Beobachtungswerte fehlerfrei^ s>q \\>ÄSi<fö. 
die zu zeichDende Funktionskvirve tocoJcL ^^\cÄa^^ "»^jSs. 
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Grund solcher zusammengehöriger Werte gezeichnete 
Punkte gehen. Es zeigt sich in der Durchführung je- 
doch, namentlich wenn ein genügend großer Maßstab 
gewählt wird, sofort, daß die derart zu zeichnende Linie 
Unregelmäßigkeiten aufweisen würde, die nicht in der 
Natur der Beziehung zwischen beiden Beobachtimgsgrößen 
liegen können. Dies tritt besonders in solchen Fällen 
in die Erscheinung, in denen das Wesen der Beziehung 
auch noch auf deduktivem Wege erschlossen werden kann. 
Solche Unregelmäßigkeiten rühren von den den Beob- 
achtungswerten anhaftenden Fehlern v her, und 
unsere Aufgabe besteht jetzt darin, eine der erschlosse- 
nen Beziehung entsprechende oder (falls diese nicht er- 
schlossen werden kann) eine möglichst einfache Funktions- 
linie den gezeichneten Punkten so anzupassen, daß die 
in der Ordinatenrichtung gemessenen Abweichungen v der 
Linie von jenen Punkten den Bedingungen (1) [t?] = 
und (4) [vv] == Min. entsj)rechen. 

Als Nebenprodukt dieser Lösung ergibt sich dann auf 
beijuemste Weise: 

a) diejenige Stelle, wo zur sicheren Ermittel img der be- 
stehenden Beziehung, und Zeichnung der Funktions- 
linie die korrespondierenden Beobachtungen zu häufen 
sind, bzw. wo andererseits Häufung unnütz wäre, 

b) der Nachweis etwaiger grober Fehler, 

c) der dem einzelnen Beobach tun gs werte anhaftende, 
durch Ausgleichung wegzuschaffende Fehler t', 

d) der irgend einem Argumentwerte zugehörige aus- 
geglichene Fimktionswert. 

Beispiel. Zum Zwecke der Wiederherstellung der wahr- 
scheinlichen Lage einer Baulinie an einer bauplanmäßig 15,00 m 
breiten Straße wurde eine Anzahl sicherer Gebäudeecken auf 
^/ne rorJäü/jge, zu ihr im Abstände \OTi % m \m^«5äJM ^«x«llel 
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verlaufende Abszisse aufgenommen. Gesucht ist die Lage 
der allen Gebäudeecken möglichst sich anpassenden, endgültigen 
Parallelen. 

Lösung. Die abgesteckte Abszisse sowohl als die ge- 
suchte endgültige Parallele zur wahrscheinlichen Baulinie sind 
gerade Linien. Wäre es daher möglich, die Entfernungen 
irgendwelcher, einander gegenüberliegender Punkte beider Ge- 
raden zu finden, so könnte man sie als 0/dinaten zur ab- 
gesteckten Linie als Abszissenachse und zu den zugehörigen 
Abszissenmaßen auftragen. Die Verbindungslinie der dadurch 
erhaltenen Punkte müßte dann eine Gerade sein und die 
Abszissenachse in demselben Punkte schneiden, in dem in 
Wirklichkeit die gesuchte Parallele die abgesteckte Aufnahme- 
linie schneidet. Daran würde nichts geändert, auch wenn die 
genannten Entfernungen (die nur klein sein können) etwa in 
größerem Maßstabe als die Abszissen aufgetragen würden. 
Diese Entfernungen zwischen beiden, nur um weniges diver- 
genten Geraden lassen sich nun wie folgt berechnen: Setzen 
wir voraus, daß die aufgenommenen Gebäudeecken genau auf 
den Baulinien liegen, also genau den Abstand «i = 3 m bzw. 
ttg = 12 m von der gesuchten Parallelen haben. Setzen wir 
femer voraus, daß ihre von uns aufgenommenen Ordinaten y 
fehlerfrei gemessen sind, so erhalten wir von der abgesteckten 
Abszisse aus je einen Punkt der gesuchten Parallelen, wenn 
wir (unter Beachtung, daß wegen der geringen Divergenz von 
abgesteckter und Solllinie die bezüglichen Ordinaten ihrer 
Lage nach zusammenfallen) im betreffenden Fußpunkt die 

Ordinate / ^ „, „ ^ 

1 »)i = 2/i — «I ^3 = 2/3 — «2 

l ^J = ^2 — «2 1)4 = 2/4 — «4 

nach Richtung und Größe auftragen. Die wahre gegenseitige 
Lage beider Geraden ist dann in der Figur direkt ersichtlich : 
Die Funktionslinie stellt die Solllinie vor. Da die berechneten 
und für die gesuchte Lage der Solllinie bestimmenden Ordi- 
naten ^ von Punkten der letzteren sehr klein sind im Ver- 
hältnis zu den zugehörigen Abszissen, so wird man beide in 
verschiedenem Maßstabe (etwa die Abszissen im Maßstabe 
1 : 1000, die Ordinaten ^ in 1:10) auftragen. 

Würde nun die (durch Überlegung als G«t^^<Si ^\V^iyxss^<i\ 
Funktionslinie durch alle derart ge2.eY<i\«veXÄW ^Nix^\Ä %^^^- 
so wären Lage der Gebäudeecken \md ev^^iv^ ^^^^'^^'^ '^'^ 
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frei und eine Ausgleichung unnötig. Anderenfalls muß jetzt 
diejenige Gerade gesucht werden, für welche die algebraische 
Summe der in der Ordinatenrichtung gemessenen Abstände v 
von den Fehlerbildpunkten = (M = 0) und, da die Zahl 
solcher Geraden oo ist, gleichzeitig [v v] = Min. wird. 

Alle die Geraden, für welche [v] = , gehen durch einen 
Punkt, den Schwerpunkt 8 des Systems gezeichneter Punkte, 
dessen Koordinaten / \x\ 



Xs = 



ys = 



n 

M 

n 



sind. 



Zahlenbeispiel. 



Gemessen 



Punkt j! Abszisse 
Nr. il +x 

m _ 

. 53,95 
57,02 

72,54 
94,86 
140,22 
161,05 
212,84 
221,95 
245,36 



Ordinate 

y 



m 




^=y — a 



cm 



1 

2 
3 
4 

5 
6 

7 
8 
9 



- 3,06 
+ 11,94 
+ 11,98 

- 2,94 
+ 12,08 

- 2,95 

- 3,00 
+ 12,07 

- 2,90 



- 3,00 
+ 12,00 
+ 12,00 

- 3,00 
+ 12,00 

- 3,00 

- 3,00 
+ 12,00 

- 3,00 



6 
6 
2 
6 
8 
5 

+ 7 
+ 10 



+ 
+ 
+ 



Xs = 



1259/79 
9 



9s = 



_ +22 



= 139,98 m = +2,44 cm 

Um die Lage der Geraden zu finden, für welche 
[c v] = Min., kann man jetzt für 3 oder mehr verschiedene, 
durch den Schwerpunkt S gehende Versuchsgeraden die Ab- 
stände V von den Fehlerbildpunkten (in der Ordinatenrichtung) 
ähgreifen (wobei /2^J = sein wird) und je \ov\ berechnen. Trägt 
man dann diese Werte [cv] al8 0rdmateiim^e>TL^Ci\fli\\X,Y5»^^ 
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usw. dieser Versuchsgeraden mit irgend einer der ur- 
:liGhen Ordinaten als Fußpunkten auf und zeichnet durch 
ialtenen Punkte eine zu dieser neuen Ordinatenrichtung 
r alten a:;- Achse) symmetrische Kurve, so stellt die Ordi- 



I 




Fig. 4. 

les unteren Kulminationspunktes den niedersten Wert 
v] , deren Fußpunkt einen zweiten Punkt der Sollgeraden 
^ach Einzeichnung der letiteieti Vvt^ tsäss. ^Sä ^äs» 
värtige Beispiel aus der Eigut a)ö\eaeQ.\ T^\e ^^vq^OöN.^ 
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Gerade schneidet die abgesteckte bei der Absziss« 
98 m nnd ist gegenüber der letzteren nm 6 cm au 
100 m Länge im positiven Sinn verdreht. 

Das gezeigte Verfahren zur rein graphischen Auffindung 
der Funktionslinie ist schwerfällig. Bequemer ist es, zi 
diesem Zweck das graphische Verfahren durch Rechnung zi 
unterstützen. 

Zieht man durch 8 eine beliebige Gerade 8 — I und greif 
in der Ordinatenrichtung deren Entfernungen V von den ge 
zeichneten Punkten ab, so wird für sie zwar [F]:^0, abe 
nicht [VV] ^ Min. sein. Es ist vielmehr zu diesem Zweck 
noch eine gewisse Verdrehung um den unbekannten Winkel < 
und um den Schwerpunkt 8 nötig. Diese Verdrehung ander 
sämtliche Entfernungen V um den Betrag j-f , wenn 5 di( 
Entfernungen der Fußpunkte vom Schwerpunkt 8 darstellen 
Es wird daher an Stelle von V der Abstand v der endgültigei 
Funktionslinie vom Fehlerbildpunkte treten, wo bei Ein 
führung von Vorzeichen für die verschiedenen Richtungei 
von j , v , F und S allgemein gültig 

und wobei wir verlangen: 

[v v] = Min. 
Es muß demnach sein 

[(7- 1 m = 7? - 2 7, j,f + s? f^ + ... + 1^ - 2 7„ j„ 5 

+ f„ e = Min. 

Die einzige Veränderliche ist jetzt ^ , und man hat 

% = [{7-s«'] = Min. 
für 

^ = = -2 7,j, + 2j;s^ 2 7„s„ + 2s^^ 

woraus 

,_ 2F,£, + 2F,g, + -- + 2F,ir„ _ [V^ 

2?? + 2^5 + ... + 2j^ [U] • 

Für die praktische Durchführung wird man natürlicl 

nicht eine beliebige Gerade verwenden, von der aus der Ver 

dreliangs Winkel S berechnet wird, aondetü wsä ^^x^iÄs^t^ tä 
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Aufhahmelinie durch den Schwerpunkt iS^ . Damit wird all- 
gemein gültig: r . 



•Z7o X '~~ 



V=:ti-t)s=t) 



n 

M 

n 



Man hat also nur die Djirchschnittswerte der Abszissen und der 
Ordinaten je von den letzteren abzuziehen, ein Verfahren, das 
wir noch des öfteren, z. B. bei der trigonometrischen Punkt- 
bestimmung durch Eückwärtseinschnitt anwenden werden. 
Die obige Tabelle liefert jetzt 



Punkt 


— » 

jc-x 


-*s 


y=t)-\)s 


£• 


V 


1 
1 


Nr. 


m i 


cm 


(Rechenschieber) 


: J? 


+ 






1 






, 


1 




86,03 




8,44 


■ 725 


7 401 


2 




82,96 




8,44 


700 




; 6 882 


3 




67,44 


1 4,44 


! 299 




\ 4 548 


4 


1 


45,12 


3,56 


\ 


161 


2 036 


5 


0,24 




5,56 


, 1 







6 


21,07 




2,56 


54 




444 


7 


72,86 




2,44 




178 


5 309 


8 


' 81,97 




4,56 ■ 


374 




1 6 719 


9 


105,38 




' 7,56 1 


797 




11105 




281,52 


281,55 


23,80 23,76 

V ' 


2950 

^^ s 


339 


1 44 444 



Abrundung 3 . 



+ 2611 
oder 26,11 fürv inMtrn. 

f = +:^^ = +0,000 587, 

analytisch 44 444 

also: nötige Verdrehung ^ in positivem Sinn um 5,9 cm auf 100 m. 
Schnittpunkt der Solllinie mit der Abszisse 

vom Schwerpunkt iS^ rückwärts um — ^--^^:j — = W^ \sv> 

d, iL bei Abszisse 139,98 — 41,5 =9B,b m. 
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§ 14. Rechnerische Ausgleichung in überschüssiger Zahl 
vorhandener Beobachtungswerte L bei bekannter Be- 
ziehung zwischen ihnen und den Ton ihnen abhängigen, 
gesuchten Größen X, Y ... bis zur Aufstellung der 

Normalgleichungen. 

Die zwischen den Beobachtungsgrößen L und den 
von ihnen abhängigen Unbekannten X, F . . . bestehen- 
den Beziehungen mögen von der Form sein: 

(25) F{X, r, Z .,.)-L=0 , 

so daß sie jede Beobachtungsgröße L als explizite 
Funktion der Unbekannten X, Y . . , ergeben. Diese 
Gleichungen werden von den Beobachtungswerten L niur 
dann scharf erfüllt sein können, wenn letztere entweder 
fehlerfrei sind, oder wenn keine Überbestimmung vor- 
handen ist. Beides ist für unsere gegenwärtige Betrach- 
tung ausgeschlossen. Wii* müssen vielmehr, um die 
Beziehungen scharf zu erfüllen, unseren Beobachtungs- 
werten kleine, zunächst noch unbekannte Verbesserungs- 
zuscliläge beifügen, die wir wie bisher mit v bezeichnen 
wollen. Dann stellt L -\- v den wahrscheinlichsten Be- 
obaclitungswert und v den Beobachtungsfehler vor, und 
die Gleichung (25) geht über in die Form 

(2r)a) F{X, r, Z ,,,)-L = v . 

Wir suchen nun zunächst diese Beziehungen in lineare 
Form überzuführen, eine Aufgabe, die allgemein nur 
mr)glich ist, wenn es uns gelingt, die Unbekannten 
-Y, r, Z . . . durch andere x ^ y ^ x zm ersetzen, die so 
kloin sind, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernach- 
lässigten dürfen. Zu diesem Zweck schlagen wir folgen- 
den Weg ein : Wir zerlegen jede der Unbekannten analog 
Ololchiwg (7) nnd (18) in 2 ^wxmivasÄevv \^x£^q,\i 
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einen möglichst genauen, irgendwie zu gewinnenden 
Näherungswert Nx . . . und einen kleinen, nach Rich- 
tung und Größe unbekannten Zuschlag a: . . . , wodiu-ch 
unsere Gleichung (25 a) übergeht in 

(25b) F{(Nx + X), (Nr + y), [N^ + x),..,) - L = i;. 

Sodann entwickeln wir nach Taylor in eine Reihe 
und erhalten imter vorstehender Voraussetzung: 



(25 c) 



1 



dF BF 



dF 
+ - -r^-^rr + L=i\ 

Fassen wir die bekannten Summanden zusammen 
(wozu jetzt auch F(Nx. , Ny , iVj? . . . ) gehört) und 
führen zur Yereinfachung der Schreibweise folgende 
Bezeichnungen ein: 

IöF _ ^^ _r BF __ 

'dNx^''' Tn^~ ' 'dN^~'''" 
F(Nx,Ny,Nz,...)-L = 1, 

80 geht die gegebene Beziehung (25) in die Form der 
„Fehlergleichung" über: 

(25 e) ax-\-by-{-cz-{-'''-\-l = v. 

Solcher Fehlergleichungen haben wir ebenso viele, als 
Beobachtimgen Z/ vorhanden sind, nämlich/. Uberbestim- 
mungist vorhanden und Ausgleichung der "Werte l kann also 
erst eintreten, wenn die Zahl A der Beobachtiuigen größer 
ist, als die Zahl x der Unbekannten. Für X = k werden 
die Verbesserungen v der Beobachtungswerte = : für 
die Unbekannten x , . . . ist in diesem "5^^ Yssös^ ^!^öfe^- 
hesümmnng vorlianden. 
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Aus den A Fehlergleichungen für die x Unbekannten 

«1 a? + ^i 2/ + «i ^ + • • •• + ^1 = ^i f 

M 
.2 

«A ^ + ^A y + ^A ^ H f- ^;. = t^A ^ ? 

^<-x UnbekaDnte->- T 

wo A > >tf , ergeben sich die Werte der unbekannten Zu- 
schläge x^ y , . , , die wir künftig kurz als Unbekannte 
bezeichnen wollen, eindeutig, wenn wir noch die in Glei- 
chung (4) ausgedrückte Bedingung zu Hilfe nehmen, daß 
die Summe der Quadrate der an den Beobachtungswerten L 
anzubringenden Verbesserungen v ein Minimum sei: 

[v v] = Min. 
Man erhält nämlich: 
vj = a^ ^2 _|_ 2 ^^ 5^ 35 y _j_ 2 «1 Ci 05 2r -f- . — (- 2 «i ?i a? -[- 6J y' 

+ 2bic^yz-\ h2^/iy + c?«*H l-^c^hz-i h^ 

v\ = a\x^ -{-'ia^h^xy-^-la^c^xz-] \-2a^liX-\-h\y^ 

+ 2&,C2t/2rH h2&2?oy + c^-2'H h2c2?2^H h^ i 

woraus durch Addition 

[v'] = [aa]x^ + 2[ah]xy-\-^[ac\xz-\ 1- 2 [a ?J a; + [ft«] y« 

-^2[hc]yz-\ t-2[&qt/ + [c»]2r2-| \-2[cl\z-{-[l^] . 

Wir haben jetzt diejenigen Werte für a;, . . . zu suchen, 
für Avelche [vv\ — Min. Hierfür haben wir: 

d[vv] 



dx 

d [v v] 

dy 



= 2 [a a] cc + 2 [a ö] y + 2 [a c] ^f H f- 2 [a /J = 

= 2[ah]x-{-2[hh]y + 'i[hc]z-{ 1- 2 [6 ?] = 



^^^- = 2 [a c] a; + 2 [ö c] y + 2 [c c] z H f- 2 [c q = . 



(26) 
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Eine kurze Betrachtung zeigt, daß wir auf dieselbe 
Weise ganz allgemein ebenso viele Gleichungen für 
X, y , z . , . in der vorstehenden Form erhalten, als Un- 
bekannte vorhanden sind, und damit ein Mittel für die 
eindeutige Bestimmung der letzteren. Durch Kürzung 
mit 2 erhält man aus ihnen die ,,Normalgleichungen" 

' [a a] X -{- [ab] y -\- [a c] z -{-'*'-{- [a l\ = 

[ab]x + [bb]y+[bc]x-{ \- [b l] = 

1 [a c]x + [b c]y + [c c]z -] -f- [c q = 

mit deren Aufstellung die Ausgleichungsaufgabe prin- 
zipiell gelöst ist. 

§ 15. Auflösung der Normalgleichungeii. 

a) Ist nur eine einzige Unbekannte X vorhan- 
den, welche mit den X Beobachtungswerten L in der Be- 
ziehung steht F{X) — L = 0, 

so erhält man nach § 14 durch Einführung eines Nähe- 
rungswertes Nx für X (so daß X = Nx-\- x) die X Fehler- 
gleichungen von der Form 

dF 

oder mit Benützung der unter (25 d) eingeführten Zeichen 



woraus 



vi = alx^ -^ 2 a^l^ X -\- l\ 



Aus [vv] = [a a] ac* + 2 taT\x -VXl^^'^^^* 
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erhält man die Nonnalgleichung 

^-l = 2[aa]x + 2[al] = 

uüd aus ihr den gesuchten Zuschlag 

\a n 
(27) X = —7 — ^ , woraus X= Nx + x . 

[aa] 

Die Gleichung (27) steht im Einklang mit Gleichung (7) 

M 

L = NA- ^^^ , wonach der gesuchte Zuschlag zum 

Näherungswert N war x = ^^-^ . Denn die Koeffizien- 

n 

ten a der Unbekannten in (27) waren dort aUe == 1 . Nur 
ist zu beachten, daß der zur Berechnung dieses gesuchten 
Zuschlages a; dienende reduzierte Beobachtungswert 
dort hieß v = Beobachtung — Näherung = / — JV, 
während er jetzt heißt / = 'F(]Sfx . , .) — L , d. h. 
Näherung — Beobachtung. Das Absolutglied / ist 
also jetzt mit entgegengesetztem Vorzeichen ein- 
geführt. 

Auch die Gleichung (1) [v] = findet mit 

«1 ^ a2 = • • • = 1 
ihre Bestätigung: 

Multiplizieren wir nämlich jede Fehlergleichung des 

gegenwärtigen Paragraphen mit ihrem Koeffizienten a, 

so erhalten wir 

aajc + a2 ^2 = «2 ^2 



und diu-ch vertikale Addition die linke Seite der Normal- 
gleichung 

f28) [a =[av] = 0. 
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b) Beim Vorhandensein von zwei Unbekannten X 
und Y laute die Form der Beziehung zwischen ihnen 
und der Beobachtung L 

woraus durch Einführung der Näherungswerte Nx und Nr 
(so daß X=^ Nx + X, Y= Ny -{- y) und der Bezeich- 
nungen 

die Fehlergleichungen entstehen: 

a^x + h^y + l^ =v, 

• • 

Aus ihnen ergeben sich durch partielle Differentiation 
des Ausdruckes für [vv] die zwei Normalgleichungen 
zur Bestimmung der unbekannten Zuschläge x und y : 

[a a] X -{- [a b] y -\' [a l] =i 

[ab]x + [bb]y+[bl\ = . 

Zum Zwecke der Reduktion der Zahl der Unbekannten 
um eine und Ausrechnung der anderen könnte man irgend 
eine der bekannten algebraischen . Methoden anwenden. 
In Eücksicht auf möglichst bequeme, schematische Durch- 
führung der Rechnung und unter Berücksichtigung der 
symmetrischen Anordnung der Koeffizienten von x und y 
(in der einen Diagonalen, von links oben nach rechts 
unten, stehen nur Quadratsummen, in der anderen iden- 
tische Produktensummen) hat jedoch der Schöpfer der 
Methode der kleinsten Quadrate, Gauß, im Jahre 1810 
einen vom üblichen etwas abweichenden Rechnungsweg 
gewiesen, dem wir folgen wollen. Hierw^üCiVL ^\x^ ^vss^- 
sätzlich zuerst die links stehende \^\i\>eYaxivÄfö ^yxö^v^^"^ 
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2 Koeffiz. der I 
und ?u diesem Zwecke die mit — — ^- — — — - — - 

1 Koefnz. der I 

multiplizierte erste Grieichung zur imveränderten 5 

Gleichung addiert. Dabei ergibt sich als erste ii 

zige Eeduktionsstufe 

woraus y = 



[bh]-^[ah] 

[aa] 



Für die schwerfälligen Differenzausdrücke im 
und im Nenner hat Grauß Symbole eingeführt, 
durch die Ziffer 1 ausdrücken, daß es sich um Erzei 
der ersten Reduktionsstufe handelt. Jeder Ausdri 
ersten Reduktionsstufe hat (vgl. obige Reduktior 
als Nenner des Subtrahenden das Summenglied 
also braucht das Symbol diesen Nenner nicht bes 
anzugeben. Der Zähler des Subtrahenden ist ein I 
zweier Faktoren, deren jeder wieder die Smnme vc 
dukten je zweier Faktoren ist, von denen je < 
heißt, während der andere je einer der Faktor 
Minuenden ist. Es genügt daher zur eindeutig 
Zeichnung 

des Zählers \hl\ — ^ß-\\al\ das Symbol 

[aa] 



(29) 



„ Nenners \b h\ — - — ^ [^ ^] 5? 



[a a] 
allgemein d. ) , ^ ^ [a h\ 
L Ausdruckes 



J [aa\ 



V 



• ^ 



usw. 
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womit die obige Gleichung übergeht in 

Um den Wert der links stehenden Unbekannten x zu 
berechnen, könnte man jetzt entweder den berechneten 
Wert der anderen in eine der Normalgleichungen ein- 
setzen, oder statt der links stehenden jetzt die rechts 
stehende unbekannte eliminieren. Damit würde aber der 
Schematismus in der Berechnung gestört, auf den man 
Wert zu legen hat, wenn es sich um häufig auftretende 
Rechenarbeiten handelt, deren mechanische Ausführung 
man untergeordneten Hilfskräften übertragen will. Der 
erstgenannte Weg der Einsetzimg verhindert überdies 
die Berechnung des Gewichtes und mittleren Fehlers der 
zuletzt bestimmten Unbekannten, wie wir später sehen 
werden. Man zieht es daher vor, die Normalgleichungen 
80 umzustellen, daß die Diagonale der Quadratsummen 
dieselbe Richtung hat wie zuerst, aber die bisher links 
stehende Unbekannte x nun rechts erscheint: 

[6 6]y + [a6]x+[6q^0 



{ 



Jetzt ergibt sich der Wert von x genau auf dem- 
selben Wege, wie vorher derjenige von y. 

Auch im Falle der Berechnung zweier Unbekannten er- 
hältman ein Analogon zu Gleichung ( 1 ) : Multipliziert man die 

1. Fehlergl. mit a^ , so erhält man a\x-\-a^h^y-\'a^\=a\v^ 

2. „ „ a, ,„ „ „ a\x-\-a^h^y+a^l^ = a^% . 

* . * * 

• • • 

Vertikale Addition ergibt die erste Normal^k\c*MJw^\ 
(31) laa]x + [ab]y + \al\=^\^'^=^ . 

Weitbrechtf AuägJeichungsrecbnuDg. ^ 
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Dui'ch Multiplikation der Fehlergleichimgen mit ^1,^2 • • • 
und vertikale Addition erhält man ebenso [fev] = in 
Übereinstimmimg mit Gleichungen (1) und (28), die nur 
spezielle Fälle des gegenwärtigen darstellen. 

c) Auflösung der Normalgleichungen füf drei 

und mehr Unbekannte. 

Die Normalgleichungen für drei Unbekannte x^ y^ x 
sind in § 14 aufgestellt worden und lauten 

' [aa]x-{-[ab]y-\-[ac]z-\-[al\=0 
[ab] X -f [b b]y+ [bc]z+[bl\ = 

. [a c] X -{- [b c\y -\- [c c\ z -\- [c l\ =0 . 

Gerade wie bei der Bestimmung zweier Unbekannten 
zeigt sich auch hier in der Anordnung der Koeffizienten 
eine bemerkenswerte Symmetrie. Die Diagonale durch 
die Koeffizienten von links oben nach rechts unten trifft 
die Quadratsummen. Zu beiden Seiten von ihr sym- 
metrisch angeordnet sind identische Produktensummen. 
Die Entwicklung in § 14 läßt erkennen, daß dieselbe 
Symmetrie auch für 4 , 5 . . . >tf Unbekannte zutrifft 
AVir verwenden daher in allen Fällen das dieser Eigen- 
tümlichkeit Rechnung tragende Gaußsche Reduktions- 
verfahren, mit Hilfe dessen wir grundsätzlich 

in der 1. Reduktionsstufe die 1. Unbekannte links eliminieren, 



4 « 


"1 


2. 


1« 


11 


2. 


1' 


n 


11 


n 


n 


3. 


11 


n 


3. 


T 


11 


n 



1)18 schließlich in der (x — l)-ten Reduktionsstufe von 
üo/j AT Unbekannten, nur noch, eine übrig ist. 
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Die Elimmierung der linksstehenden Unbekannten 
erfolgt allgemein in jeder Reduktionsstufe, indem wir zur 

o VT 1 ^ A' .. 2.Koeff. derLReihe ... , . ^, ... 
2.Normalgl. die mit zr-^ — ^~i — i^^Fr~.u multipl. l.Gl. addieren, 
® 1 . Koeff. der I. Reihe 

« 3. Koeff. der I. Reibe . 

" " " 1. Koeff. derLReihe " " 

4. Koeff. der I.Reihe 

" " '' 1. Koeff. derLReihe " '' 



wodurch jede folgende Reduktionsstufe gegenüber der vor- 
hergehenden eine Unbekannte und eine Gleichung verliert. 
Auf obige drei Gleiclftingen angewandt, ergibt dieses 
Yerfahren unter Benutzung der Symbole (29) als erste 
Reduktionsstufe zwei Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten und derselben bemerkenswerten Symmetrie 
der Koeffizienten wie bisher: 

( [bb'l]y+[bc'l]z + [bl'\] = 
L Reduktionsstufe \ 

l [bc'l]y+[cc'l]z + [cl'l] = 

Wenden wir das G au ß sehe Reduktions verfahren jetzt 

auf die erste Reduktionsstufe an, und addieren die mit 

[bc'l] 
— YTT — TT uiultiplizierte erste Gleichung zur zweiten, 
[ob • IJ 

so erhalten wir aus den obigen Gleichungen mit den 

Unbekannten y imd x die zweite Reduktionsstufe: 



imd daraus die letzte, dritte Unbekannte: 
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ein Ausdruck, so schwerfällig, wie der auf S. 80 für «/ 
erhaltene. 

Für die zweite und (im Falle von mehr als drei 
Unbekannten) jede folgende Reduktionsstufe müssen wir 
daher zur Schreib Vereinfachung die in (29) eingeführte 
Symbolik fortsetzen. An Stelle des Nenners [ad] der 
ersten tritt für die zweite Reduktionsstufe der Nenner 
[bb ' 1] , und es bedeutet in ihr ganz analog wie in (29) 



(29) 






} usw., 



für die dritte Rediiktionsstufe kommt der Nenner [c c • 2] , 
und es bedeutet beispielsweise 



(29) 



P - 21 ' >U8W., 



für die vierte Reduktionsstufe kommt der Nenner [dd • 3] , 
und es bedeutet 

(29) [fl.3]-^^^[dl.S]^[fl.i] usw, 

für die fünfte Reduktionsstufe kommt der Nenner [e e • 4] , 
und es bedeutet u. a. 

(29) \fl.4:]-^'^^j[el.i] = [fl-5] 

USW. Damit geht der oben gefundene Ausdruck für x 

über in: 

\cl' 21 
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Auch bei drei und mehr Unbekannten erhält man 
durch Multiplikation der Fehlergleichungen 1 , 2 . . . A 
der Reihe nach mit a^ , ag ... a;. , bzw. ^^ , fcg ... h, 
bzw. c^ , ^2 • • • ^A ? Addition der vertikalen Reihen imd 
Vergleichung mit den Normalgleichungen: 

I[aa]x -\- [ab]y -{- [ac]z -\- [a l] = [av] = 
[ab\x+ [bb\y + [bc]z + [bl] = [bv] = 
[ac]x + [bc]y + [ec]z + [cl\ = [cv\ =0 

in Übereinstimmung mit Gleichungen (31) und (28). 

Auf gleiche Weise bestimmen wir jetzt die bisher 
vorletzte Unbekannte «/» nachdem wir die Normal- 
gleichungen so umstellten, daß sie als letzte erscheint 
und die Quadratsummenkoeffizienten in derselben Diago- 
nale von links oben nach rechts unten stehen wie folgt: 
[c c] z-\-[ac\X'^r[hc\y-\-[cl] = 

[ac]z-\- [aa]x-f- [a&]y-f- [a?] = 

' [bc\z-{-[ab]x + [bb]y-^[bl]=0 . 
Ist y bestimmt, so sorgen ^ir endlich durch abermalige 
Umstellung nach der vorgeführten Regel, daß die jetzt 
zu bestimmende Unbekannte x hinten steht. Die An- 
ordnung der Gleichungen wird dann die folgende: 
[hh]y+[bc\z+[ab]x+[bl] = 

[hc\y'-\-[cc]z+[ac]x + [cl]=0 

[ah]y -\-[ac\z -\- [a a\x ~\r[(il] = , 
Die Arbeit der Reduktion und Auflösung der Gleichungen 
kann auf diese Weise völlig schematisch erfolgen. 

Wir haben damit einen Weg der A\\^\^wvw^ ^<^\\v\^^^^v^ 
der aich in ganz gleicher Weise ivar >öe\\^v% ^*^^^ ^"^ 
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bekannte anwenden laßt Die Zahl der nötigen Rednktions- 
stufen ist dabei immer um eins kleiner alß die Zahl der 
Un^^jkannten. 

Da^* Ergebnis der Anflösong war für: 



(27) n, (28) 



eine Ln- ( [aU ^ t r, 1 

\ ^ = — r -4 7 [av] = . \ 

bekannte l [aa]' ^ ^ j 

zweiUn- f [bl-l] [av] = 1,^^, ,^,, 

, . ,. ( r , ^n \av\ = 

drei Un- [el - 2] L n ^ 

bekannte [cc'2]' [ i 

Die Fortsetzung des Verfahrens ergibt -(was sich durch 
Analogieschhiß voraussehen läßt) als Wert der letzten von: 

( [av] = 

vier Un- J [dl-S] [bv] = () 



(32) u. (33) 



^i 



(34) u. (35) 



bekannten * [äd - 3] [cv] = 

[ [dv] = 0,} 

^«nf l^n- 1 [el- ^] ^^'!'^ ^ ^ , ,^,, ,^,, 

{ 2^5 = — T ^ 1 ' ) (34) u. (35) 

bokannton M [ee . 4] ' ' r v ; \ ; 



[ev]==0 



usw. 



§ 1(). HcHtimmung der mittleren Fehler m der Be- 
obachtungswertc L aus den ihnen zuzuschlagenden 

Verbesserungen v. 

Die iirHprünglichen Beziehungen zwischen den Unhekann- 
Um X . . . und den IJeobachtungswerten L^ - - - L„ hießen 

r -^ " y...) — A=o. 
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Da die Beobachtungswerte L unmöglich fehlerfrei sein können, 
sahen wir xms genötigt, ihnen — zunächst noch unbekannte — 
Verbesserungsbeträge -\-v zuzuschlagen, so daß wir uns mit 
den Gleichungen genügen lassen mußten: 



(25 a) 



■ 



F,{X, Y...)-i. = ». , 



womit die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsgrößen 
lauteten r i^ », 



Wir haben sodann zum Zweck der Einführung linearer Form 
der Beziehungen die Unbekannten 



X 
T 



> ersetzt durch 



' N^ + x 



wobei Nj[ , JV^^ . . . Näherungswerte der Unbekannten und 

X , y . . . die jetzt als neue Unbekannte aufzufassenden 
kleinen Zuschläge zu diesen Näherungswerten darstellten. Die 
Fehlergleichungen gingen damit über in die Form: 

(25e) ■ -.x + 6.t/+... + /. = «, 



{? 



80 daß an Stelle des negativen Wertes der Beobachtung L 
der Überschuß l desjenigen Wertes über ihn trat, den man 
durch Einsetzen der Näherungswerte Nj^ , Ny ... in die Be- 
ziehungen F{X^ T) errechnete. 

Der an der Beobachtungsgröße L anzubringende Yer- 
besserungszuschlag + v erlitt durch diese Additional- 
konstante FINx-iNy*.-) natürlich ebensowenig eine 
Änderung, als die der Beobachtung oder der gesuchten 
Größe X . . . (s. § 18) innewohnende Genauigkeit. 

Die den Beobachtungswerten L zuzuschlagenden Ver- 
besserungen V lassen sich nun nach erfolgter Ausrech- 
nung der neuen Unbekannten x , y . . • o<i^x ^«^^^ ^^- 
bekannten X^ Z . . . aus GleicWtv^ ^^^ Vir^ • V5.^'^^ 
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berechnen. Je kleiner diese nötigen Verbesserungen 
sind, um so genauer ist die Beobachtung ausgeführt. 
Als Kriterium für die erreichte Beobachtungsgenauigkeit 
kann demnach die Größe dieser Verbesserungszuschläge v 
dienen. Dabei hat ims aber schon die bisherige Unter- 
suchung gezeigt, daß nicht etwa der durchschnittliche 

fabsol. «^1 ,. ^ , 

\Vert d = dieser Verbessenuigszuschläge einen 

n 

zutreffenden Genauigkeitsmaßstab liefert, sondern daß 
Avir, um größere Beobachtungsfehler stärker in die Wag- 
schale zu werfen imd gleichzeitig den störenden Vor- 
zeichenunterschied wegzubringen, die Quadrate dieser 
Verbesserungen betrachten müssen. Wir verfahren dabei 
in Übereinstimmung mit der Bedingung [vv\ = Mn., 
welche uns die wahi-scheinlichsten Werte der Unbekannten 
lieferte. Denn es liegt nichts näher, als den Wert der- 
jenigen Funktion der Beobachtungsfelüer, welche wir 
durch entspi*echende Auswahl der Unbekannten zum Min. 
maclien wollen, gleichzeitig als Maßstab für die eireichte 
Beobachtungsgenauigkeit zu benutzen. 

Ist nur eine einzige Unbekannte vorhanden, zu deren 
Bestimmung n Beobachtungsweite L dienen, so daß 
unsere Fehlergleichungen heißen 

«1 a? -|- /i — t?! = , 

so tritt aa; an Stelle von L in Gleichung (2), und wir 
haben wie dort nach Gleichung (5 b) dii'ekt den mittleren 
Fehler einer Beobachtimg 

/ [vv] 



, 1/ Lw 

— r w — 1 



Es fragt sich aber, ob der Nenner (n — 1) auch im Falle 
der Bestimmung von 2,3 . . . x \5Tv\i^\aMKteÄV aus 
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l Beobachtungen bzw. X unabhängigen Bestimmungs- 
gleichungen gilt. Diese Frage läßt sich durch direkte 
EiUtwicklung, einfacher aber noch durch folgende Über- 
legung beantworten: 

a) Welches auch die allgemeine Formel für die Berech- 
nung des mittleren Fehlers m einer Beobachtung aus 
den Verbesserungen v sein möge, für den Fall der 
Bestimmung einer einzigen Unbekannten aus X Be- 
obachtungen heißt sie: 

\vv\ 

I5b) ^2 = _LJ_. 

b) Ist X <, X, so lassen sich aus den Grleichungen nicht 
einmal die Werte der x Unbekannten, also noch viel 
weniger die bei der Beobachtimg erreichte Genauig- 
keit errechnen. Die Einsetzung von X und x in die 
gesuchte Formel für m muß also zu einem imaginären 
Wert führen. 

d) Jat X = x^ so lassen sich wohl die Werte der Un- 
bekannten X, F . . . , aber keine den Beobachtungs- 
werten zuzuschlagenden Verbesserungen v berechnen. 
Die zwischen den Werten für die Unbekannten und 
den Beobachtungsgrößen bestehenden Beziehungen 
werden durch die Beobachtimgswerte, so fehlerhaft sie 
sein mögen, genau erfüllt. Der mittlere Beobachtungs- 
fehler m bleibt somit unbestimmt, was die für ihn 
aufzustellende Formel zum Ausdrucke bringen muß. 

i) Ist A > ;< , so ist für die Unbekannten Überbestimmung 
vorhanden, folglich gehen jetzt die Beziehimgen (25) 
in die Fehlergleichungen (25 a) und (25 e) über. Letztere 
liefern X, den Beobachtungswerten L zuzuschlagende 
Verbesserungen v , aus denen sick det tkvJ^^ä^ ^^- 
öbachtuDgsfehler m um so sicYieteT er^\Vi\.^ \^ ^s5^^<sc "k 



90 Vermittelnde Beobachtungen. 

e) Der gesuchte Ausdruck für den mittleren Beobach- 
tuDgsfehler m kann nach dem Vorstehenden nicht bloß 
abhängig sein von \vv\ und der Zahl k von Bestim- 
mungsgleichungen, sondern auch von der Zahl x der 
Unbekannten, muß also lauten: 

f) Er darf nur für den Fall m = ergeben, wenn die 
Beobachtimgswerte fehlerfrei sind, i;^^ = Vg = • • • = 
(was bei wirklichen Beobachtungen nie zutrifft). 

Alle diese Forderungen sind erfüUt durch die Olei- 
chung: . 

(36) «^i = .[^^3 



Sie liefert: 

a) für ;< = 1 m» = -f^ ; 

,> n.. ' ^ 2 [vv] (was auch t? sein möge, 

b) für X < p« m* = — ^- :*.- = negativ{ - , ,. , . . ^r 

negativ \ folglich m unaginär; 

[vv] 



c) für 1=^ X m} = 







= Y^^ = unbestimmt (weil Vj = Vj = • • • = O'i ; 

d) für l>x m^= [^ . 

Je größer / , um so größer auch die Zahl der zur Berech- 
nung von m verwendeten v . Um so sicherer also die Be- 
stimmung von m . 

f ) für A > X wird m nur = , wenn [r v] = , weil jeder 
Einzelbetrag v'^ eine endliche positive Größe darstellt, die 
mit l — yi wächst. 
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§ 17. Ableitung des Wertes 

der Fehlerqnadratsnmme [vv] als Nebenprodukt 

der Reduktion der Normalgleichnngen. 

Die Berechnung der zur Erkenntnis der Beobach- 
tungsgenauigkeit nötigen Fehlerquadratsumme [i; v] durch 
Einsetzung der für die Unbekannten x , , , erhaltenen 
Werte in die Fehlergleichungen ist schwerfällig. Wir 
suchen daher auf anderem Wege zum Ziele zu gelangen. 
In § 14 haben wir für [vv] beim Vorhandensein von 
drei Unbekannten die Gleichung aufgestellt: 

[vv] = [aa]x* + 2[ab]xy + 2[ac]xz + 2[al]x + [bb]y^ 
+ 2[bc]yz + 2[bl]y + [cc]z^ + 2lcl\z+[ll], 

welche für jede beliebige andere Zahl von Unbekannten 
ganz analog lautet (vgl. z. B. § 15 für eine Unbekannte). 
Aus obiger Gleichung wollen wir nun versuchen, die 
Unbekannten x^y^ x zu eliminieren. Zu diesem Zwecke 
kehren wir zur Auflösung der Normalgleichungen zu- 
rück (S. 82), deren erste wir — quadriert und durch \aa\ 
dividiert — von dem obigen Ausdruck für [vv] subtmhieren. 
Unter gleichzeitiger Einsetzung der Gauß sehen Symbole 
erhalten wir dann: 
[v t?] = [ö 6 . 1] «/« + 2 [& c . 1] 2/ 2: + 2 [6 M] 2/ + [c c . 1] ^2 
+ 2[cl'\]z + [ll'\], 

Subtrahieren wir von dem jetzt gewonnenen Aus- 
drucke für [yv] die linke Seite der quadrierten und mit 
[66-1] durchdividierten ersten Gleichung der ersten Reduk- 
tionsstufe (s. S. 83), so erhalten wir unter wiederholter 
Anwendung der Gauß sehen Symbolik 

[vv] = [cC'2]z^-\-2[cl'2]z + [lh2], 

Subtrahieren wir endlich von dem. ob\^^\^. k»Ä^x>ösä«Ä 
für [vv] die linke Seite der quadrierteTv wiv^ ^xä^V»^ •^ 
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dindierten Gleichung der zweiten Reduktionsstufe ( 
[cc ' 2\x^ -{- [cl»2] = , so erhalten wir als Quadrat- 
siiinme der Verbesserungen der Beobachtungen im Falle 
von drei Unbekannten: 

(37) [vv]=^[ll.S]. 

Im Falle der Bestimmung von x Unbekannten ergibt 
sieh genau auf demselben Wege: 

(37) [vv] = [ll'x]. 

So liefert z. B. die Bestimmung einer einzigen Un- 

bekaimten [^^] = [aa]x^ + 2[d!]x + [ll] . 
Setzt man nach (27) 



x = — -i — V , a" = 



[aa]' [a a]* ' 

so kommt 

(37) [.r] = tL^i;-2[^"+[/q = f//]-^M = [«.l]. 

\aa\ [aa\ [aa] 

Erwägt man, 

daß aus : [l l] sich ergibt [11-1] = [11] — ^^ [a q 

,, .. [n.2] „ „ [n-3] = [n.2]-|^[cr2], 

so wird klar, daß man die Quadratsumme der Verbesse- 
rungen V gelegentlich der Reduktion der Normal- 
glei c h u n g e n in demselben Augenblick erhält, in welchem 
die zuletzt stehende, also zu(?rst gesuchte Unbekannte 
gefunden A\4rd. Man hat zu diesem Zwecke außer den 
Koeffizienten |aa] , f^ö] , [ac] , [al] nur noch die Quadrat- 
sunime [ll\ einzuführen und bei der Reduktion ebenso 
^f/ hehandelnj wie jene. 



•it*- 



§ 18. Mittlerer Fehler M und Gewicht F usw. 9:^ 

Da die Beobachtungsverliesserung v. also aiic-h \v r\ 
ihren Wert nicht ändert* wenn man .statt der zuletzt 
stehenden nach erfolgler UmsteUung die vr-rlier zweit- 
letzte Unbekannte usw. liestimmt so erhält man iJa-lur'-h 
eine Rechenprobe für die richtige Dun-hfühniMr d*'-»- 
ganzen Rediiktionsartieit. ilaß die El-I werte \il ' >c 'l^-r 
Reduktion füralleUnl:»ekamjte€ii.aj-]erg:ei.L ^ein Ui-'r-r*:.. 

§ 18. Mittlerer Fehler 31 und Gewicht F der b*-rerh- 
neten Unbekannten ans den Verbe«i!«rnnoznsf'bJä^«:xj r 

der Beoba^rhtimc^wert« L . 

Von den gesuchten Gr'i»eL A' . }' . . . 
dieselbe Genauigkeit, "«ie die IL: eitrj;^.: 
Subtraktion des Nähej"iLi.>ve:Te- _"»'v . »' 
entstandene neue Vnr^frEjujL*^ / . ■«.... h- 

m 

derselben imbekannteL VerlteöSeri.Li:. ■ ■■ -. 
liehen wahi-en Wert bzw. Z'j^.-L-iai' ^-iri ■ 
V»eide haben denseltteL niriie.-^i ?-'•..■■• -■/ 
Dieser mittlere J^e; A' liL-.i.'" .-•■•• -,. 
leren Fehler w?. o^^: 'a*ji vi.:-.-- :• -- 
nmgen r der Be-orAohtiujir^v i*r- .', - 
diese (und je grriJte: iL.'* Z-m. 
sich auch die g^u-^vn '>-'M*ei k 
sie vermitteln it, Saiz ^ '-.■ '■! 
Gleichung (36 1 Eriienn uiii*'^ *. 
die — im Torlieirriuci';! i'ü'.*- .'■■ 
Fehler»! dei BeMtAni^uiir ..-■- 
uns § 12 die MT»idj-iii«*-* -•- 
ten Zuschläge je . / 
zu finden. hfAjtai e- 

cliungen 

'fl ft :f - 



'''Wdiortoa UM 

8'imiiie tl«r VM 
"« ilroi Doli 

(37) 

^ Causam 
"Ol seMi. auf j[ 
(37) " 

, , So Uatoi^ 

„ !'4 

^p'w raiin naoli fl 

^''""ägt man, 
'iiß «1.»: fli] 



•■"' "'i'ii idar 
Jv'oem/r,.,,,,-,, 



ergie: .1 -..: ^ - : 
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explizite Funktionen für die unbekannten zu bildei 

der Form X = F{L^ , Lg . . . )? ^^^ ^ = ^{hi h 
oder 

/'«^ / ^ = «i^i+««^2H \-^Jn\ 

Dabei steht von vornherein fest, daß die zu bestimm« 
Koeffizienten ^ ^ 

c*j ^ c*2 • « • 

ri 1 Pa ••• 

Fimktionen der Koeffizienten a , 6 . . . der Fehle 
chuugen sind. 

Zur Umwandlung der Normalgleichungen in ex 
Form für die Unbekannten nehmen wir den Fall zweie 
bekannten, für welchen Gleichung (30) lieferte: 

[6M] 



y = 



[bb'l] 



Der Nenner ist unabhängig von l^ kommt also für d 
wünschte auseinandergezogene Form (a) nicht weiter i 
tracht. Der Zähler lautet auseinandergezogen 

woraus wir erhalten 



(b) 



»— (5nii('.-i:-l-.)''+('.-s-)'. 

+('---S"-)' 

Die Vergleichung der Gleichungen (a) und (b) liefert 

/? 1 (^ [«&] \ 



(c) 



[bh'l] V [aa] 



§ 1& WbbQbsk ¥^ä^ar M TioL hmraaxi J jiF 



• ■ 1 



und mit diesen K^effiiiianeL ök- JKögdiaiBeii osl '\~^rr -j^ 
Unbekannten y sk& G-Mönzi^ a zl ^ m i^ ü i h w Zjutjc i. 
wir nun kein Iml MUHt, -vtöL hmt bl nsr l»f^-rr.r-.r 

^ * l^L ' 

weil nach GleM^sasem &&iil z^h mä. I-^l 



^r 



Setzen wir den aOen Bnuhitfärzciir^'T-är^iBL li^aiiezj^-Ta.-^ij jusl 
mittleren BeobacktmeifEmjsr * füguäsenar i^- n.rr-.ifr'sx 
Fehler /« der GcwidnifieiiiiiiBci ies: 'MfliL^vpT .ecit -j^ 2»^ 
obachtongen mit de» G^wicäi! I _ bi kmmin Si.rL.1^- 

(d) jr.=^' ^'* -" 



- C 



i 



Wir erhallen mm ans Gkisänztr k. 
= A = — T 



5.. 






also 



a h' . ' z i' 

- — z a' -:- — : 



a a ' a C2 ^ 



(t)"=-^w-^'-.^. 
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Einsetzung in (d) und (e) und in Gleichung (36) L 
den Fall der Bestimmung von zwei Unbekannten: 

(38) M= "' f"""] ^" 



[bb-1] {X—2)[bb-l] (A— 2)[ 



(39) P, = -f7^ =[**•!]• 




Der Ausdnick [bb ' 1] für das Gewicht dei 
bekannten y ist [in tTbereinstimmung mit Gleichung 
der Nenner des zur Bestimmung dieser 
bekannten dienenden Bruchs. Er ergibt sich geleg 
lieh der Eeduktion der Normalgleichungen. 

Durch Analogieschluß, oder durch Überlegungen und . 
leitungen, ähnlich den vorhergehenden, kommt man zum i 
wicht P und zum mittleren Fehler M der bei der Reduktion « 
Normalgleichungen jeweils zu hinterst stehenden Unbekannt« 
gleichgültig, wie groß ihre Zahl auch sei. 

Z. B. liefert Gleichung (32) für drei Unbekannte 



(39) P^ = [cc.2], 




woraus 

(39^ M' '"'^ f*'"] 


[11 -S] 


(^a) -"x. p^^ (^ 3) [,^ . 2 


{X—3) [ee-'i 


Gleichung (34) ftti- vier Unbekannte 




(39) P,^~[dd.d], 




woraus 




r9w^ iP .. <. t^''] 


[11. i] 



P^^ {X - 4) [dd .3] (Jl- 4) [dd 
usw. 
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§19. Praktische Ansrechnnng der KoefflzieDteD für 

die Normalgleichnngen. Bedürfnis veränderter Größe 

der Unbekannten, oder der Maßeinheit. Vereinfachte 

Schreibweise. Rechnnngsproben. 

In § 14 haben wir erfahren, wie wir aus den vorhandenen 
Beziehungen zwischen den Unbekannten X , Y ... und den 
Beobachtungsgrößen L von der Form (25) F{X.Y ..] — L = 
die Fehlergleichungen 

(25e) \ax + hy+-+l^v 

und aus ihnen die Normalgleichungen 



(26) 



I 



[aa\x-{'[ah]y-\ \-[al]^0 



erhalten. 

Die darauf folgenden Paragraphen haben uns die Auflösung 
dieser Normalgleichungen gezeigt. Jetzt handelt es sich um 
die praktische Ausführung der Rechnung. 

Die Koeffizienten a , h ... der Fchlergleichungen 
mögen bereits gewonnen sein. Diejenigen der Normal- 
glei chungen sind zu berechnen. Sie sind teils Qnadrat- 
snmmen [ad\^ [/W>] . . . [//], teils Produktensnmmon 
\ah\ ^ \a c] , , . \h c\ . . , . Für die Bildung der einzelnen 
Quadrate und Produkte, wie ffir die Reduktion der 
Normalgleiehungen verwendet man, soweit die Genauig- 
keit von drei Stellen ausreicht, den gewöhnlichen loga- 
nthiüisehen Rechenstab, für größere Genauigkeit Quadrat- 
bzw. Produkten tafeln, oder größere Rechenschieber bzw. 
Rechenwalzen, und, falls auch deren Stellenzahl nicht 
ausreicht, Logarithmentafeln bzw. Rechenmaschinen. 

Sind die einzelnen Koeffizienten und Absolut- 
glieder fl, h^ . . . l sehr ungleich, so nötigt das 
Vorhandensein besonders kleiner Werte «1), wenn 
sie neben den großen überhaupt noch zum Ausdvwv-^ 
kommeD sollen, zum Mitschleppen \\e\eY ^\^^\:s.^ t?^\«?\ 

WeJtbrechtf j4ii.sg:Ieichiingsrechn\ing. ^ 
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in den quadratischen Summen. Dadurch wird die p 
tische Eechnung erheblich erschwert. Eine Vei 
fachung ergibt sich, wenn es gelingt, den Koe 
zienten und Absolutgliedern ungefähr glei 
Stellen zahl zu verschaffen. Hierfür gibt es 5 
Wege. Bei dem einen führen wir statt der Unbekan 
mit den abnorm kleinen oder großen Koeffizienten in 
Fehlergleichungen ihren 10-ten, 100-ten . . . Teil • 
ihr 10-faches, 100-faches ... als neue Unbekannte 
wodurch die zugehörigen Koeffizienten auf den 10-fac 
100-fachen . . . Betrag steigen, bzw. auf den 10- 
100-ten Teil ermäßigt werden. Bei Begehung des an( 
wählen wir die Maßeinheiten für die Unbekannten 
die Beobachtimgsgrößen nach Bedarf in Abweichung 
den bisher eingeführten. (Längen in m oder dm 
cm usw., Winkel in Minuten oder Sekunden oder in 
ly tischem Maß, Gewichte in kg oder g usw. , jedoch '. 
sequent in einer und derselben Aufgabe immer gle 
Die schon in § 1 5 erkannte symmetrische Anordr 
gleicher Koeffizienten der Normalgleichungen, welch 
einem eigentümlichen Reduktion s- und Auflösungs 
fahren führte, ermöglicht ims auch eine einfachere, 
gekürzte Schreibweise. Betrachten wir z. B. 
Normalgleichungen für vier Unbekannte: 

[a a] 0?! + [a b] x^ -{- [a c] x.^-{-[ad]x^-{-[a1] = 
[a b]x, + [hb] x^ + [6 c\x., -f- [b d\x^ + [bl] = 
[ac] jTi + [b c] x.^ + [c c] 0^3 + [c rf] 0?^ ^- [c q = 

[ad]x^ -f- [bd]x^ + [cd]x^ -{-[dd]x^+[dl\ = , 

so erkennen wii\ daß wii' genau d\ese\\>cvi^ö^\SflAS50.\ 
deiselben Reihenfolge erhalten, \veT\iv \\n.v ^\ä\\. ^^^ 
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chungen selbst jede Zeile zunächst vertikal von oben nach 
Tinten bis zur Diagonale der Quadratsummen und dann von 
ihr ab nach rechts horizontal weiter lesen. Unter dieser 
Yoraussetzung können wir also den Aufschrieb der Glie- 
der Hnks von der Quadratsummendiagonale sparen; daß 
sie gemacht ist, deuten wir diu*ch Unterstreichen des 
ersten (quadratischen) Koeffizienten auf jeder Zeile und 
eventuell durch Punkte an. Den Anschrieb x^y , . , der 
Unbekannten müssen wir in diesem Fall sparen, weil 
er, solange wir in vertikaler Richtung lesen, nicht richtig 

wäre. 

[aa] [a h] [a c] [a d[ 



Abgekürzter 
Anschrieb 
der 
Koeffizienten 
der Normal- 
gleichungen 



[hh] 



[hc] 
[cc] 



[hd] 



[aJ] 
[hl] 
[cl\ 



[dd] [dl\ 

Genau dieselben Schreibkürzungen wenden wir bei 
jeder Reduktionsstufe an. 

Ein wichtiges Erfordernis für die stufenweise Aus- 
führung längerer Rechnungen, von denen sich eine auf 
der anderen aufbaut, ist die Herstellung von Rechen - 
proben. Die bloße Wiederholung der Rechnung genügt 
hierfür nicht. 

Eine durchgreifende Probe für die Bildung der Koeffi- 
zienten der Normalgleichimgen, wie auch füi- deren Re- 
duktion erhält man durch Einführung der Summe s der 
Zahlenwert« der Koeffizienten und Absolutglieder 
jeder Fehlergleicliung : 

Si = ci^ + \-\- o^-\ -V ^Y 

(40) . /^^ = a2-f-62-f C.>-V..--V^l 



404^U^ 
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Multipliziert man nämlich die erste Zeile dieser 
Summengleichüng (40) mit a^, die zweite mit Og usw. 
inul addiert vertikal, so erhält man die Kontrollgleichnng 

(41) \a,s\ = \aa] + [ab] + [ac]-\ [-[al\ . 

FQlirt man dieselbe Multiplikation mit 

1 ' 2 * • " 

f j , fj • • . 

1 ' ^2 • • • 

dinvli und addiert, so erhält man 

r |/,..| = \ah\ + [bb\ + [bc]+...+ [bl] 

• m 

• • 

i \ss\ = [a.s\ + |/;6-l + 1^5] + ...+ [Zä] 

Rechnet man also außer den zur Gewinnimg der I'n- 
Itekanntcn jodenfalls erforderlichen Produktsummen 

[a a] [a b] [a c] ... [a l] 
[bb] [bc] ... [bl] 

n(t(h (lic Produktensummen 

[as] 
[bs] 

m 
• 

[Is] 
SO ist nacli (Ueicliung (41) durch jede dieser letzteren 
eino Z(nle der Koeffizienten der Xormalgleichungen simi- 
mariscli uejirüft. Die Quadratsumme | //] , welche zum 
Zweck der Ableitung von [vv] nach Gleichung (36) be- 
i'cclniet werden muß, wird durch die vorletzte der Kon- 
trolle leichun^-en (41), imd sämtliche Koeffizienten der 
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Normalglerchungen einschließlich der KontroUprodukteu- 
summen [a «] . . . [Z s] werden durch [s s] geprüft. 

Will mfm daher auf die zeilenweise Kontrolle ver- 
zichten, so genügt nach (41), letzte Gleichung als einzige 
sunmiärisch durchgreifende Probe die Berechnung von 

[88] = [aa] + [ah]-\ [- [b h] + [b c] -{ ^- [c /] + [/ i] 

(s. schematische Darstellung unten, in welcher jede Zeile 
rechts und links des Yertikalstrichs und die beiden durch 
fetten Druck hervorgehobenen Flächen je gleiche AVert- 
suramen beherbergen). 

Koeffiz. der Normalgleichungen 

[a d] [a b\ [a c] • • • [a l\ 
[ab\ [hb\ [bc\ ... [bl] 
[ac] [bc] [cc] ••• [cl] 



(41) 



I Probe 

: [««] 
; [bs] 

i [CS] 



[al] [bl] [cl] ... [II] 



[as] [hs] 
oder abgekürzt geschrieben 



[CS] 



[Is] 



[Is] 



(41) 



[aal 



lab] 

Y__ 

lbb\ 



[ac] 
[bc\ 
Icc] 



— >- 



[al\ 
\bl\ 
\cl] 



Probe 
[as] 

[bs] 

[CS] 
\ft8] 



Bei der Reduktion der Nonnalgleichungen zum Zwecke 
der Gewinnung von a-^ , Xg . . . spielen diese Unbekannten 
nur die passive Rolle, daß in jeder wew^w ^<^^\>J«.Nlv^\i^%\x^^ 
eine von ihneiij nämlich die in 4er NOT\i'öt^"5?vv<$xA<5^'^*^^ 



\ 
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links aufgeführte, verschwindet. Man kann daher den 
Anschrieb der Unbekannten selbst füglich unterlassen, 
geändert werden durch die Reduktion nur die Koeffi- 
zienten [a a] , [a b] usw. Dehnt man die Beduktions- 
arbeit auch auf die Summenglieder [a s] , [6s]... der 
KontroUgleichungen (41) aus, so ändert sich dadurdi an 
den zur Berechnung der Unbekannten dienenden Koeffi- 
zienten der verschiedenen Reduktionsstufe n natürlich 
nicht das geringste. 

Man erhält aber auch für sie KontroUgleichungen: • 



[ [bb'l] + [bC'l]+'"+[bl'l] 



(42) { 



[bl'l] + [cl'\]+'' + [lli] 



[bs'l]— [cs'l] [Is'l] 



-[bs- 1] = 
— [es. 1] = 

-[/ä. 1] = 



+ [««•!] = 



o 



der abgekürzt geschrieben: 



[ftöl] [bei] ... [bl'l] 



(42) l 



[II. 1] 



Probe 
[fes.l] 



[IS'l] 



[SS'I] 



(1. h. dieselbe zeilenweise und Gesamtsummenprobe, wie 
in Gleichung (41) für die Koeffizienten der Normal- 

gloichungen. 

Die Fortsetzung der Reduktion liefert die Koeffi- 
zienten der zweiten Reduktionstufe, welche den Kontroll- 
ricichnngen genügen müssen: 
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(*3) { 



[CC-2J+ \-[cl'2] 

9 



^ —[es .2] [Is -2] 

oder abgekürzt geschrieben 



- [c s . 2] = 

- [/ s . 2] = 
+ [.*»«• 2] ^Ö 



(43) 



I Probe 

[cc'2] '"[cl'i]\\cs ' 2 
. [li'2][ls'2] 

1— ^^— ^M^^» i _ _ 

" I 

[^^•2] 



Ist die Zahl der Unbekannten = 3 , so fallen die 
obigen, weitere Glieder andeutenden Vorzeichen und 
Punkte weg. und es ergibt sich die bei der Reduktion 
noch übrig gebliebene rechtsstehende Unbekannte 

[cl'2] 



z = 



[cc'2] • 

Die Fortsetzung der Reduktion liefert dann als 
dritte Reduktions5>tufe, welche keine Unbekannte mehr 
enthält: 

[II -3] -[/,<?. 3J = 

3J + [sS'S] = , 
oder als Haupt- und Schlußprobe in Verbindung mit (37) 
(44) [n.3] = [/*^.3J = fÄ5.3J =3 [2;i;] 

drei abäolut gleich große Zahlen, deren Wert die Fehler- 



(44) 



r [II. 



quadfatsumme [vv 
Ist die Zahl c 



vorstellt, 
er Unbekannten =^ ;i , so liefert die 



;^-te Reduktionsstufe 

[II- x] = [/ S . x] = [s 8 • x\ = \0 -cX , 
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Zahlenbeispiel (für von Haus aus lineare Funktion 
zwischen den Unbekannten und den Beobachtungsgrößen). 

Zur Bestimmung der Richtungsunterschiede zwischen viei 
von einem Punkte ausgehenden Strahlen 0-4, OB^ OC^ OD 
wurden sämtliche zwölf, zwischen je zweien von ihnen vor- 
handene Winkel je mit gleicher Grenauigkeit gemessen (Winkel- 
messung in allen Kombinationen) und zwar: 

1. äOB= 106<> 52' 43'' n. T. 1. BOJJ = 178» 74' 13" n. T. 

2. BOC= 99»78'12" „ „ 8. BOA =293M7'50" „ 

3. COD= 78<>95'97" „ „ 9. C 0.4 = 193« 69' 29" „ 

4. DOA= IW 73' 35" „ ., 10. COB = 3W 21' 78" 

5. ^OC = 206<>30'68" „ „ 11. D OB = 221« 25' 90" 

6. ^ OD =285« 26' 60" „ „ 12. DO 0= 321^05' 00" 



1* 



Lösung: Zur gegenseitigen Festlegung von vier Strahlen 
genügen drei voneinander unabhängige Winkel. Die 2iahl 
der überschüssigen Stücke ist also 12 — 3 = 9, die Zahl der 
Fehlergleichungen 12, die Zahl der Unbekannten 3. 

Die gesuchten („Soir'-) Werte für die Richtungsunter- 
schiede mögen sein: 

Winkel AOB = X. 

BOC= r, 

COD = Z. 

In § 14 haben wir für die zwischen den Unbekannten 
niid den Beobachtungsgrößen L bestehenden Beziehungen adl- 
g(^nieiii folgende Normalform gewählt: 

(•J5) F{X, Y, Z) — L = 0, 

Diese Normalform ging durch Eiaführung von Näherungs- 
werten N^^ Ny, Ny^ für die Unbekannten und unter Beach- 
tung, daß die Beobachtungswerte L nicht fehlerfrei sind, 
sondi^rn FerZ>esserungs zuschlage v vetVa-xv^eiv^ \w ^\^ Eorm der 
lu^hlcro-lcich u ngen ü ber : 

(-^(^y aa; + 6t/ + cz+l = 'o. 
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Da allgemein die Funktion F{X^ Y, Z) lediglich den Soll- 
wert der betreffenden Beobachtungsgröße L darstellt, so ist im 
gegenwärtigen Beispiele die dem jeweiligen Beobachtungs- 
wert L entsprechende Funktion F der Unbekannten einfach 
durch sinngemäße Addition, bzw. Subtraktion der letzteren 
zu gewinnen, und es ergeben sich die Fehlergleichungen nach 
der Regel: 

Soll — Ist = Verbesserung. 

Im Interesse bequemer Rechnuiig [also nicht, wie im 
Falle nicht linearer Funktion, zur Linearmachung der Be- 
ziehungen (25)] führen wir auch hier Näherungswerte für die 
Unbekannten ein und setzen: 

ÄOB = X=N^ + x= 106» 52' 43'' + jr , 

BOC=Y=Ny + y= 99«78'12''-hy , 

COD:r^Z = N^ + z = 78« 95' 97'' + z . 

Damit erhalten wir durch Subtraktion jedes gemessenen 
"Winkelwertes je von dem durch eiit/sprechende Zusammen- 
setzung der Unbekannten gewonnenen Sollwerte die 12 Fehler- 
gleichungen: 

1. X +0 =^1 

2. y +0 =r, 

3. z+0 =v^ 

4. — a?— y— 2r + 13" = r4 

5. +x+y — 13" = f5 

6. +x+y+z—S" =ve 

Die Koeffizienten der Unbekannten sind demnach allo 
= 1 oder . Zur bequemeren Rechnung ist es wünschens- 
wert, daß auch die Absolutglieder / möglichst nahe dem 
Werte 1 liegen. Dies wird erreicht, wenn man als R\\\\\&\^. 
sowohl für die Absolutglieder / , als aucYv iüT ^\^ xjc^^vi^^^^^t^ss^^. 
Zuschläge x^ y, z statt der Sekunden DeVL^sekuw^«^ ^^"^^In 
Sekunden) wählt Damit erhält man la\icW^ic\^^'^ ^^^^""^^^e^ 
fahnde Koefßzienten der Fehler- und der ^oxm^X^^^^^^^^ 
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Ausrechnung mittels Rechenschiebers: 



Koeffiz. der Normalfirleichunfiren u. Reduktion 



+6 +4 +2 -6,7 
(-2#) (-11) (+3,8) 
+8 +4 -6,6 

(-*) (+1,9) 
+6 -2,9 

(-M2) 

+8,33 



+ 6,3 

(- 4,2) 

+ 9,6 

(- 2,1) 

+ 9,1 

(+ 5,98) 

- 6,77 

(- 6,62) 

+ 18,13 



1. Rednktionsstufe u. Reduktion 



+5i 



+2| 

(-H) 

+6i 



-2,7 
(+1,35) 

-1,0 
(-1,37) 

+2,91 



I 



+ 5,3 

(- 2,65) 

+ 7,0 

(+ 2,68) 

- 0,79 

(- 5,27) 
+ 11.51 



Probe 
+ 6,3 

+ 9,5 

+ 9,1 

- 6,77 

+ 18,13 

Probe 
+ 5,3 

+ 7,0 

- 0,79 

+ 11,51 



2. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+4 



+0,35 

(-0,02) 
+ 1,54 



+4,35 

(;-0,38) 
+ 1,89 

(-4,74) 
+6,24 



Probe 
+ 4,35 

+ 1,89 

+ 6,24 



Hieraus 

[cl'2] 



0,35 



z = —f ^ = —-7"- = —0,09 Dekasekd. = -0,9'' 

[c c • 2] 4 

Z = 78° 95' 97'^ - 0,9" = 78« 95' 96,1'' 
P^=[cc. 2] = 4. 

8. Reduktionsstufe u. Schlußprobe, [vv]. 
+ 1,52 +1,51 

+\,SÖ . 
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Mittlerer Fehler einer Messung 



m 



= ±1 9^ = ±^'^^ Dekasekd. = ±4,1'', 



mittlerer Fehler des Winkels Z 



m 



4,1 



Zum Zwecke der Berechnung der vorletzten Unbekann- 
ten y erfolgt Umstellung der Koeffizienten der Kormal- 
gleichungen und Wiederholung des Verfahrens: 

Eoeffiz. der Nonnalgleichungen u. Reduktion 



+6 -f2 



( 



i) 



+6 



+4 -2,9 

(-H) (+0,97) 

+4 +6,7 

(-2J) (+1,93) 

+8 -6,6 

(-1,40) 

+8,33 



+ 9.1 

(- 3,0) 

+ 6,8 
(- 6,07) 

+ 9,5 
(+ 4,40) 

+ 6,77 
(-13,8) 

+ 18.13 



1. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+ 5J 



+2J 

(-H) 

+5i 



-4,73 

(+2,37) 
-4,57 

(-4,20) 
+6,93 



+3,27 
(-1,64) 

+3,43 
(+2,90) 

-2,37 
(-2,00) 

+4,33 



Probe 
+ 9,1 

+ 6,3 

+ 9,5 

- 6,77 

+ 18,13 

Probe 
+ 3,3 

+ 3,43 

-2,37 

+4,33 



2. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+4 



-2,20 

(-1,21) 
+2,73 



+ 1,80 

( + 0,99) 

+0,53 

(-0,81) 

+2,3a 



Probe 

, +1,79 

( 

I' +0,53 
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Hieraus 

y = --Ml|l = -"2;^^- = +0,55 Dekasekd. = +5,5" , 

also 

r= 99« 78' 12'' + 5,5" = 99« 78' 17,5" 

P^=[cc. 2J = 4. 

3. Reduktionsstufe u. Schlußprobe, [v v] . 
+ 1,52 +1,52 
+ 1.52 

in Übereinstimmung mit der Reduktion für Z . 

Die Berechnung ergibt für die Winkel y und z dasselbe 
Gewicht 4 . Dies war angesichts der symmetrischen Anord- 
nung der Winkelbeobachtung vorauszusehen, denn jeder der 
drei gesuchten Winkel erscheint durch die zwölf gemessenen 
Winkel viermal bestimmt. Wir sind aber dadurch der noch- 
maligen Umstellung und Reduktion für die Berechnung von x 
enthoben. Diese letzte Unbekannte x werden wir durch Ein- 
setzung von y und z. in eine der Normal gleichungen ermitteln. 

Z. B. liefert die erste Normalgleichung: 

6x + Ay +22?— 5,7 = 

5,7 - 4 • 0,55 — 2 . (- 0,09) 
= — ^ 

^ 5,7 — 2,2 + ,18 ^ 3^ 

~~ 6 ~ 6 

=- +0,61 Dekasekd. = + 6,1" 
und 

X =106«52'43" + 6,1'' = 106'>52' 49.1" 

^x =+2". 

Wir haben also als Schlußrcsultat : 
Z= 106« 52' 49,1" ^2" | 

Y= 99« 78' 17,5" i: 2" i P^, = Pj,= P^ = 4 . 

Z= 78« 95' 96,1" + 2" J 

Eine durchgreifende Probe erhalten wir schließlich durch 
Einsetzung der gefundenen Werte füT x .^'y ^ z Vcl ^^^<^:^^st- 
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gleichungen. Die berechneten v müssen alsdann den Q-Iei- 
chungen (33) entsprechen: 

[at;] = 0, [fet;] = 0, [cv]=0, 

und es muß überdies 

[vt;] = l,52. 



Fehler- 
Glei- 
chung 


+ 


) 


av 

+ 1 - 


hv 

+ J - 


cv 


vv 


1 


0,61 




0,61 


i 




1 



0,37 


2 


0,55 


0,09 


: 
, 


0,55 





0,30 


3 


1 

! 







0,09 


0,01 


4 


0,23 




0,23 


0,23 




0,23 


0,05 


5 




0,14 


|0,14 


|0,14 

0,27' 


0- 

0,27 




0,02 


6 


0,27 




0,27 




0,07 


7 


iO,06 







0,06 


0,06 







8 


0,09 

:o,44 




,0,09 








0,01 


9 


,0,44 


0,44 







0,19 


10 


0,45 







0,45 
0,36' 


0,36 





0,20 


11 


0,36 


; 




0,13 


12 '0,39 












0,39 


0,15 




1 


[- -1 


0,88 0,90 


1,24 1,26 


0,69 


0,71 


1,50 



0,02 



0,02 



0,02 



(Abrundungsdifferenzen) 



statt 
1,52 



Anmerkung. Hätten wir den Beobachtungswer t je des 
Winkels mit demjenigen seines ImplementÄa wi einem Werte 



§20. Erweiterung der Ausgleichungsgrundsätze usw.* Hl 

vereinigt fgemittelt), so wäre die Zahl der Fehlergleichungen 
auf die Hälfte reduziert, das Gewicht jedes so gewonnenen 
Winkels auf das Doppelte gesteigert worden. Im übrigen 
wäre der Weg der Rechnung derselbe geblieben. 



3. Kapitel. 

Ausgleichnng yermittelnder Beobachtungen von 
yerschiedener Genauigkeit. 



§ 20. Erweiterung der für gleichwertige Beobach- 
tangen aufgestellten Ansgleichangsgrandsätze auf un- 
gleichwertige Beobachtungen. 

Wenn die einzelnen Beobachtiingswerte L , aus denen 
die Unbekannten X, F. . . errechnet werden sollen, von 
ungleicher Genauigkeit sind (etwa deshalb, weil sie mit 
verschiedenerlei Instrumenten, oder nach verschiedenerlei 
Beobachtimgsmethoden, oder auf Grund verschieden oft- 
maliger Wiederholung gewonnen wurden), so ändert dies 
wieder an den zwischen beiderlei Größen bestehenden Be- 
ziehungen (25) i^(X, F. . .) — 7v -= 0, noch an den 
durch Einführung von Näherungswerten N^ . . » für X. . . 
gebildeten Beziehimgen (25 e) ax -\- ' ' * -\- 1 = v das ge- 
ringste. Nur wird der — im Falle vorhandener Uber- 
bestimmung jedem Beobachtimgswert L zuzusclilagende 
und etwa diu*ch Einsetzung der gefundenen Werte für die 
Unbekannten in Gleichungen (25 a) oder (25 e) zu er- 
mittelnde — Yerbesserungsbetrag V, welcher durch die un- 
vermeidlichen Beobachtungsungenauigkeiten nötig wird, 
um so kleiner sein, je genauer die Beobachtungswerte L 
sind. Es ist daher nicht mehr angängig, diese Verbesse- 
rungszuschläge unterschiedslos dew ^^\\fö^<äOL ^^\^SÄX- 
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(27 a) 

(28 a) 

(37 a) 



Vermittelnde Beobachtungen. 

[pal] 



03 = 



[paa] 
[pav] = 

[pvv] = [pll'l] 

und für die mittleren Fehler und Gewichte nach der Ausgleichu 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 

(36a) ^•A' = ±]/^, 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p 

(36« ^.„.±i=±^^sa:, 

Q«wicht P der unbekannten x 
(39a) F^=[paa], 

mittlerer Fehler der Unbekannten x 



(38 a) 



" YF^ ^V [paa] iX-l)- 



Analog ändern sich die Gleichungen des § 15 bei I 
Stimmung von zwei, drei oder mehr Unbekannten und lauten z. ] 

b) im Falle der Bestimmung von vier Unb 
kannten: 

[pdl'2;] = [pdl'2]— [^!f 'fj [pcl'2] 



(29 a) 



[pddS] = [pdd'2] 



[pcc -2] 
[pcd'2] 
[pcc -2] 



[pcd'2] 



[pll.^] = [pll.^]^ll^l^[pdl.Z] 



(34 a) 



(35 a) 



r^7dj 



x^ = 



[pdd-^] 
[pdl-S] 



[pddS] 

[pav]=0 
[phv]=0 
[p cv] = 
[ [pdv] = 
[^ V t?] = y» U • 4\ . 
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Für die mittleren Fehler und Gewichte nach der Aus- 
gleichung erhält man: 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 

(36a) ^ = +)/^ , 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p 

(36b) n.= ^ = +l/-g^. 

Gewicht der bei der Reduktion rechts stehenden Unbekannten 

(39a) P=[pdd'Z\, 

mittlerer Fehler der rechts stehenden Unbekannten 



usw. 
Auch die in § 19 aufgestellten Rechenproben durch 
Einführung der Summen s der in jeder Fehlergleichung 
vorhandenen Koeffizienten a , b . . , und des Absolut- 
gliedes /. bleiben analog bestehen. 

Wenn die ursprünglich zwischen den Unbekannten X, 
Y... und den Beobachtungs werten L^ .,. vorhandenen Be- 
ziehungen lauteten 

I F,{x, r...)-i,==o 

^^^^ \F^{X, Y...)-U = usw., 

wobei den Beobachtungswerten L^^L^,., die Gewichte Pi , l>a • • • 
zukamen, so haben wir diese Urbeziehungen durch Einführung 
von Näherungswerten iV^ , Ny . . . nach dem in § 14 gezeigten 

Verfahren linear gemacht und die Fehlergleichungen geschaifen : 

«1 aj + &i y + Ci ^ H h ^1 = «i 

(25e) { a^^ + b^y + c^z-l \-h=v^ 



Den Absolutgliedem l^ ... kamen dabei dieselben Gewichte 
Pi i^P% • • • zu, wie den BeobachtungswertAii L^ ^ L»^ .... "^Ns. 
habon sodann, um die Verbessemagea. v ^^ ^^ ^^ ^ssssSsäs^ar 
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einbeit zurückzuführen, die Fehlergleichungen (25 e) in die 
Form umgewandelt: 

(25f) \ aj^x + bj^y + c^}/^z-] \- hVp^ = ^'^yPi 



so daß die Koeffizienten und Absolutglieder der neuen Fehler- 
gleichungen heißen 

(^1^1 ^iVp^f CiVPii '"^lyK usw. 

Wir können jetzt für die Ausgleichung ungleichwertiger Be- 
obachtungen genau dieselben Summengleichungen (40) bilden, 
welche wir in § 19 zur Schaffung von Rechenproben gebildet 
haben, indem wir setzen 



(40 a) 



a2^P2 + ^2^P^+ c^VPi H h hyp^= «JK 



Durch Multiplikation der ersten Zeile mit a^ Yvi » der zweiten 
Zeile mit a^l^Pg ^^sw. und vertikale Addition kommt: 

(41a) [paa] + [pab] + [pac]-\ \-[pal] = [pa8], 

durch Multiplikation mit h^YPi hzw. h^^p^ usw. kommt: 

(41a) [pab] + [pbb] + [pbc] + -- + [pbl\^[pb8], 

durch Multiplikation mit li^Pi bzw. Z2VP2 ^sw. kommt: 

(41a) [pal\ + [pbl] + [pcl]^ \-[pl^ = [pls], 

durch Multiplikation mit s^YPi bzw. s^l^pä usw. kommt: 

(41a) [pa8] + [pbs] + [pcs]^ \-[P l8] = [p88]. 

Wir haben also für die Koeffizienten der Normalgleichungen 

hier genau dieselben Rechenproben, wie in § 19, sobald wir 

nicht bloß jeden Koeffizienten und jedes Absolutglied der 

FchJergleichungen, sondern auch ihre Summe 8 mit der Wurzel 

aus dem zugehörigen Gewicht m\i\.l\\Avi\^x««i- 

Ganz ebenso verhält es sich m\t ^eiv I^Q^^^TAfeTÄfex^«^ 
ersten lieüuktionsstufe, wo 
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( [pbb'lHipbc l]'k""'k'[pbl'l] 
[pbe-ll-k-lpccl]-^ h[pcM] 



(42 a) i 



[pbl'l]'k'[pcl'l]'k"'Hpll^ 



-[pb8'l]^0 

-[pC8'l]--^0 

-[pls- 1]^Ö 



— [pbs- l] — [pC8' 1] - 
oder abgekürzt geschrieben: 



.[pl8'l]\'k'[pS8'l]^0 



( [pbb'l] lpbC'l].,.[pbl'l] 
[pcc ' l]..,[pcl'l] 



(42 a) 



Probe 
[pbS'l] 

[pC8-l] 



. [pll 1] [Pl8'l] 



[pSS'l] . 

In der zweiten Reduktionsstufe ist: 

lpec'2]'k'"i-[pcl'2]\-[pc8'2]^0 



(43 a) 



lpcl'2] + ""k'[pll'2] 



. -[pc8 -2] [pl8 -2] 

oder abgekürzt geschrieben: 

[pcc2],..[pcl2] 



[pl8'2]--0 



(43 a) 



I 



+ lps8 2] = 

Probe 

[pC8'2] 



[pll 2] [pl8-2] 



[p88'2] . 



Endlich kommt die Schlußprobe: 

(44 a) [pll-^] = [pl8-^] = [p88'S]^[pvv] . 

Sind die einzelnen L gleichartige, mit demselben In- 
strument und nach denselben Methoden ge\vQiMasxs& ^^- 
obachtuD^swerte, so sind die (je^\c\v\fö p ^ ^^'^ "^^ \s^^^5^ 
als bekannt annahmen, einfacYi pTopoT\ioti«\ ^^"^^^^^ 
holungszablen. Sind sie aber \mgYe\c\vax\:\^^ '«^«^ ^^^ ^ 
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schiedenen Methoden und Instrumenten gewonnen, so 
wissen wir über ihre Gewichte zunächst nichts. 

Wir schätzen in diesem Falle zweckmäßigerweise die 
ihnen anhaftenden mittleren Fehler m und berechnen 
hieraus unter beliebiger Annahme eines Gewichtseinheits- 
fehlers fji das zugehörige Gewicht nach Gleichung (15) 



oder für /^ 






1 
i?i = — ^ usw. 



Führt man mit den so erhaltenen Gewichten, denen ge- 
wisse angenommene mittlere Fehler m zugrunde liegen 
(mittlere Fehler vor der Ausgleichung), die Ausgleichung 
durch, so erhält man nach Gleichungen (36 a) und (36 b) 
mittlere Fehler nach der Ausgleichung, welche mit 
den ersteren übereinstimmen müssen, wenn diese richtig 
gewählt wiu"den und keine einseitigen Fehlerquellen auf 
die Beobachtimgen einwirkten. Nötigenfalls kann man 
die Rechnung mit ihnen bzw. den aus ihnen abgeleiteten 
Gewichten wiederholen. 

Xach dem soeben Erkannten ist 

1 1 

m\ ml 

folglich der Faktor, mit dem sämtliche Koeffizienten 
und die Absolutglieder und Verbesserungszuschläge v 

einer Fehlergleichung multipliziert wurden, ip = — . 

m 

Da 711 eine Größe gleicher Gattung ist wie l und v, 
so werden diese durch die "Mixü-ü^lika^oii mt }(p un- 
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benannte Zahlen, was schon zur Ermöglichung der durch- 
zifführenden Differentiationen, Multiplikationen luid Qua- 
drierungen vorausgesetzt war. 



4. Kapitel. 

Anwendung der Ausgleichung yermittelnder 
Beobachtungen auf trigonometrische Punkt- 
einschaltung. 



§ 21. Graphisches Ansgleichnngsy erfahren 
für Vorwärts- nnd vereinigtes Vor- nnd Rückwärts- 
einschneiden. 

Die trigonometrische Punkteinschaltung bildet eine der 
häufigst auftretenden Ausgleichungsaufgaben aus dem Gebiete 
der Geodäsie. Sie bezweckt die Bestimmung der rechtwinkligen 
Koordinaten Xp und yp von „Neupunkten'' P auf Grund von 

Bestimmungsstrahlen, die von „Festpunkten" ausgehen und 
deren Richtung durch Beobachtung der Winkel « im Neu- 
punkt zwischen ihnen selbst, oder der Winkel ß in den Fest- 
punkten zwischen ihnen und den Verbindungslinien nach 
anderen Festpunkten („Feststrahlen") festgelegt wird. Sind 
solche Winkel ß nur in (mindestens zwei) Festpunkten ge- 
messen, so hat man die Aufgabe des „Vorwärtsein- 
schnittes". Sind nur Winkel « im Neupunkt zwischen den 
(mindestens drei) Bestimmungsstrahlen gemessen, so hat man 
die Aufgabe des „Rückwärtseinschnittes". Wurden 
Winkel sowohl im Neupunkt zwischen den Bestimmungs- 
strahlen selbst (a), als in den Festpunkten zwischen Fest- 
und Bestimmungsstrahlen (ß) gemessen, so wird der Neu- 
punkt durch „vereinigtes Vor- und Rückwärtseinschneiden" 
bestimmt. In jedem Falle orientieren wir die beobachteten 
Winkel oder Richtungen a oder ß zu Richtungs- (Neigungs-) 
winkeln fA der von den Festpunkten gegen den Nft\v5^\j.\5Jfc^ ^^- 
richteten Bestimmungsstrahlen. Jede ^g\ft\0[i^^S^\\^^Oö^^\s^^^^^- 
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nei'iache oder ^aphische] Lösang' geht aus von einem 9 
Kourdinaten x:,, und y y nach irgendwie ermittelten, mög 
nahe dem endgültigen Keupunkt gelegeneu ^N&heruags"- 
pVorläuflgen Punkt" H^ ao daß als neue Unbekannte nicht 
die Koordinaten x und y des Neupiinkt«a P seibat, aat 
in Übereinstimmung uiit dem bisherigen, die Zuschlag' 
und dy gelten, deren Addition die vorläufigen Koordii 
zu den endgültigen ergänzt 

Um diese Znschläge m finden, beachten _wir, dai 
Bestimm UDgsstrahlen infolge von Ungenauigkeit«n in ni 
eigenen Win keim esaung, sowie infolge von Projektiot 
Zerrungen unil MiUstinimigkeiten zwischen den gegel 
Koordinaten der Festpankte und dem Standort der leta 
sich nicht in einem Punkte und noch viel weniger g 
im Nähenin gapunkte If schneiden . sondern eine ii 
zeigende Figur miteinander bilden werden, in deren N& 
liegt und innerhalb welcher wir den wahrscheinUc 
Punkt P auswählen mäsaen. F!s wird sieh also zdi 
dämm handeln, die gegenseitige Lage der Bestimmnngasti 
und des yorläofigen Punktes S KU erkennen, — in 
liehst großem Maßstabe (etwa 1 : 10) aufzuzeichnen. Zu d 
Zwecke berechnen wir ans den orientierten Richtungswra 
entweder die Entfernungen der Punkte von N , in < 
die Bestimmnngastrahlen die eine oder die andere der i 
N gezogenen Parallelen zu clen beiden Eoordinateatk 
schneiden. Diese tragen wir sodann im gewählten Uafi 
ron N aus auf den Parallelen in der festgestellten Rid 
ab, um schließlich durch ihre Endpunkte die fieatimm' 
strahlen entsprechend ihrer tatsächlichen Lage nnta 
orientierten Eichtungen ft gegen die Parallele zur — *-J 
xa zeichnen, (Zur ^3!-Achse, weil die jetzt zu zeichne 
Tom Neupunkte P ausgehenden Strahlen statt der StA 
,li = nÄP usw. den Richtungswinkel ii + 21t = nPA 
,_. ritzen.) Oder wir berechnen außer den orienti 
►itichtnngen /' noch die entsprechenden Riohtunga- 
YBiurs-)wiDkel y von den Festpunkten nach dem TorUii 
^aökte JV and ans der Differenz 4 = ji — v oad der Stiq 
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länge » die Qnerabweicbuag i 

Tom vorläufigen Punkte N. Sit 

gesehen nach „-i,,, fui" ^ == +) von N im ausgewählten 

Ma.ftstabe senkrecht zn der wie oben bestininil«n arientierten 

Kiehtung fi abgetragen, um durch den Endpunkt den Be- 




stimmungsstrahl parallel zu eben dieser Richtung /( zu zeichnen- 
Ist derart, auf die eine oder die andere Weise die gegenseitige 
Lage der Bestimmungsstrahlen unter sich und zum Näherungs- 
pimkt N zeichnerisch bekannt, so handelt es sich um die 
Auswahl des endgültigen Punktes P in der 
„fehlerzeigenden Figur". Dabei ist zu beachten, daß 
bei gleicJiem Fehler in dev WiLke\beo\)aß\\Vi.«\^^\e;\\vsaÄ':' 
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Abweichung des Bestimmungsstrahles vom wahi'en Puakt 
wächst proportional der Strahlenlänge s und demgemäß 
das Strahlengewicht für die Punktbestimmung umgekehrt 
proportional zum Quadrat der Strecke s . Auch wird ein 
Strahl, der bloß im Festpunkt oder bloß im Neupunkt 
beobachtet wurde, nur das halbe Gewicht gegenüber einem 
Strahl besitzen, der mit gleicher Genauigkeit in beiden 
Punkten beobachtet wurde. Folglich wird das Bestim- 
mungsgewicht 



(46) 



Ps 



P8 = 



«2 



2 



sein, wenn die Beobachtung einseitig. 



•)') 



")■) 



fi 



ij 



zweiseitig 



erfolgte. Allgemein 



t 



Pi 



, wobei nach dem Vorhergehenden ^=1 



oder 2 sein kann. Wo auch immer der endgültige Punkt i^ 
innerhalb der Fehlerfigur gewählt werden möge: seine 
Abstände h von den Bestimmungsstrahlen stellen deren 
Querverfehlung dar, aus welcher sich rückwärts die an 
den beobachteten orientierten Richtungen fx anzubringen- 
den Verbesserungszuschläge v nach Richtung und Größe 
berechnen lassen: 

(47) '^' = -q". 



Gleiche Genauigkeit der Winkelbeobachtung vorausgesetzt 
ist das Richtungsgewicht p^^=p„ = t^ und wir müssen 
daher nach Bisherigem verlangen: 



(48a) [tvv]^ 



t 



s 



2 



'J+'J+ 



s. 



si 



h 



MiD. 
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Setzen wir in (48 a) nach Gleichling (46) ^ = — r^ , und 
beachten, daß q konstant, so geht (48a) über in: 

d. h. wir haben in der Fehlerfigur den endgültigen 
Punkt P so auszuwählen, daß 

(48 b) [phh] = -Km, 

Yon den verschiedenen Verfahren der Punktauswahl in 
der fehlerzeigenden Figur benutzen wir das von B er tot 
1876 erstmals gezeigte, welches sich auf den Satz stützt: 
„Sind r- Gerade (Strahlen) Li , Lß- ^ -Ln vom Gewicht 
PAy PB' ' 'Pr gegeben, so ist derjenige Punkt P, für 
welchen die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strahlengewicht ^ ein Miniraum ist, 
zugleich der Schwerpunkt des aus seinen Lotfußpunkten F 
gebildeten Systems von Massenpimkten, wenn jedem von 
ihnen das Gewicht seines Strahles beigelegt wird." 

Würden wir hiernach durch Schätzung in der Fehler- 
figur zufälligerweise den richtigen Punkt P gefunden 
haben, für welchen [p h h] = Min., so würden wir diese 
Tatsache daraus erkennen, daß er der Schwerpunkt >S 
seiner eigenen Lotfußpunkte F wäre, d. h. daß 

Um P aufzusuchen, benutzen wir den zweiten Satz: 
„Sind mehrere Gerade L gegeben, und ist wieder für 
Punkt P die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strählengewicht p ein Min„ so ist für 
irgend einen anderen Punkt A der Schwerpunkt seiner 
Lotfiißpunkte Si • • • ? denen wieder je das Strahlengewicht 
j»i . . . zugeschrieben wird, ein Pxitvkt S.^^^Q)wst t^^^^s^s^ 
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{AP =2r):2x = AS:%®, d. h. 

Ist mittels des berechneten Maßes AP der endj 

Punkt P in die fehlerzeigende Figur auf der Gerad 

eingetragen, so bilden seine der Figur 5 zu entn^ 

den Koordinaten die Zuschläge dx und dy^ wom 

mittels Gleichimg (45) die gesuchten Koordinaten : 

yp gewinnt. 

Also Lösung: Nach Aufzeichnung der Fehl 

Zeichnung eines beliebigen Kreises 9K durch 

beliebigen Punkt A dieser Figur. Bestimmur 

Schwerpunkte S (der g) und @ (der D). Zei( 

des Linienzuges ASQ. ^@2t, 213K^ und A^ ^ 

AS 
Abtragen der Strecke AP = x^^ • 2 r im gewählte 

Stabe, Abgreifen von dx und dy . 

Will man sich über die bei der Punktbestii 
erreichte Genauigkeit Aufschluß verschaffen, so en 
man die Querverfehlungen h aus der fehlerzei 
Figur und erhält imter Beachtung, daß zwei vor 
beobachteten Strahlen zur Bestinmumg nötig war 
Zahl der überschüssigen also r — 2 beträgt, die i 
lineare Querverfehlung eines Strahles vom Gewic 



(51) . = ±/M| , 

die mittlere Querverfehlung eines Strahles vom Ge\ 



(51) m 
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den mittleren linearen Fehler des Punktes P: 



(51) M= ' " ^■'*] 









2)b] ' 

den mittleren Fehler einer einseitig beobachteten Richtung 

W 

"Wird ein Punkt, wie im vorliegenden Fall, als Schnitt 
von Strahlen bestimmt, so ist seine Genauigkeit nach ver- 
schiedenen Richtungen 

verschieden, sobald ^ C 

diese Strahlen nicht 
gleichmäßig und gleich 

gewichtig über den j) 

Horizont verteilt sind. Fig. 7. 

Z. B. wird in Figur 7 

jede kleine Unsicherheit in der Richtxmg auch nur eines 
der beiden Bestimmungsstrahlen deren Schnittpunkt er- 
heblich in der Richtung AB, nur wenig dagegen in der 
Richtung CD verschieben. Es wird möglich sein, imead- 
lich viele Punkte zu finden, für welche die mittlere 
Qnerverfehlung M (oder der mittlere Fehler tn^^ einer 
Richtung) einen bestimmten Wert annimmt. Die stetige 
Verbindung dieser Punkte (Linie gleichen mittleren 
Fehlers) wird eine EUipse („FehlereUipse") um den 

Schnittpunkt P ergeben, deren ^, . Achse die Rich- 
tung der rT . . Bestimmimgsunsicherheit und deren 
Achsenverhältnis das Verhältnis ^^t \ö\.TXfex<s^ ^»ä.^'©^^' 
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Ebensolche Fehlerellipsen können wir auch im Falle 
der Yei-^endimg beliebig vieler Bestimmungsstrahlen 
zeichnen. Wir werden in diesem Falle nur für eine 
Anzahl — etwa in profilartigen Reihen angeordneter — 
Punkte nach Gleichung (51) je die mittleren Fehler M 
oder m^ bestimmen, sodann nach Art der Interpolation 
von Horizontalkurven in den Profilrichtungen Punkte be- 
stimmter runder M oder w*^ aufsuchen und schließlich 
diese diu-ch stetige Kurven verbinden. Wenn wir Wert 
darauf legen, einen Neupunkt mit möglichst großer 
und nach jeder Richtung gleicher Zuverlässigkeit zu be- 
stimmen, so müssen wir dafür sorgen, daß nicht bloß die 
(bezüglich der Richtung neutralen) Fehlerausdiücke /i, 
m , J/, 7)1 fj, absolut möglichst klein werden, sondern auch, 
daß die Fehlerellipsen sich möglichst der Kreisform nähern. 



§ 22. Rechnerisches Aiisgleiehnngsyerfahren 
für trigonometrische Pankteinschaltnng dnrch Yor- 

wärtseinschnitt. 

Zm- rechnerischen Bestimmung der den Näherungs- 
koordinaten Nx und JVy für den Neupunkt beizufügenden 
Zuschläge dx und dy [s. Gleichung (45)] wollen wir v(^ 
bereitend die Beziehung feststellen, welche zwischen 
kleinen Koordinatenänderungen dx und dy des End- 
punktes B einer Strecke AB und der dadurch herv(»* 
gerufenen Änderung d(p ihres Richtungs- (Neigungs-)win" 
kels (f' = nAB besteht. Für die Koordinaten des 
Endpimktes B einer unter dem Richtungswinkel nAS 
von A ausgehenden Strecke AB=s hat man allgemdiu 

Vß = t/4 -4- AB» sm7iAB 
(52) ^ 

Xif = xx-^- Aß»cosn^i?, 
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woraus 
(52) 

lind 
(52) 



tg7iAB = 



Vb — IIa 

^'B — Xx 

Atj 



Ay_ 
Ax 



fiAB = arctg 



Ax ' 



Daraus folgt durch Differentiation, wenn man ÄB = s 
und nAB = q) setzt: 

Ay 



(53) 



d(nAB) ^ d(f = —^dy ~ 

analyt. ^ *' 



dx , oder 



s s 

Ax ^ "^ J»/ ^ 



Setzen wir 
Ax 



(54) 



v// 



cos 9? 



1 



»2 



►2 ^ 



6" 



q" = 



008^99 



^'' = 6 



sm^p 



^ 



// 



Q 



a 



k 

» 



»'' ' s ~ Ay 

^wobei also 6 das Vorzeichen von cos n AB bzw. Ax^ a 
das entgegengesetzte Vorzeichen des sin bzw. Ay zu- 
kommt, so erhalten wir die Verändening d(p^^ ^ welche 
der Richtungswinkel nAB = (p dadurch erleidet, daß 
man den Endpunkt B der Strecke AB um die kleinen 
BeMge dx imd dy parallel den Koordinatenachsen ver- 
schiebt 

(55) dq/' = a dx -V b d*!} . 

Weltbrecht, AusgleichungBrechiraxiS. ^ 
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PaTxUleL&znr 

-i-jß Achsen 
TL 



Die Koeffizienten a iind h heißt man „Eichtungs- 
koeffizienten". 

Verschiebt man statt des Endpunktes E den An- 
fangspunkt A der Strecke um dieselben Beträge, so 

ändert sich (wie auch geo 

^ metrisch klar) der Rich- 

j^ r->© tungswinkel 9? um den- 

.^Ä selben Betrag dq) ^ aber 

in entgegengesetztem 

Sinne. 

Wir können nun zur 
eigentlichen Aufgabe der 
Punkteinschaltung über- 
gehen. Die in jedem der W(, 




A- 



(yB-yA) 

Fig. 8. 



zur Neubestimmung benutzten Festpunkte nach dem Neu- 
punkte beobachteten „äußeren" oder „Vorwärts"-Rich- 
tungea (x seien auf Grund von tif weiteren, von den ersterea 
nach anderen Festpunkten gemessenen Richtungen a und 
den zugehörigen, aus den Koordinaten ihrer Endpunkte 
berechneten Richtungs- (Neigungs-) winkeln 9? orientiert. 
Die orientierten Richtungswerte ß nach dem Neupunkt 
erhalten dabei das Gewicht 1, 2 . . . w/, wenn zu ihrer 
Gewinnung 1 , 2 . , . Uf gemessene Winkel zwischen 
dem Neustrahle und 1 , 2 . . . w/ Feststrahlen verwendet 
worden sind. Ist die Beobachtung satzweise ausgeführt, 
und sind in die Sätze außer dem Neustrahle noch 
7if Richtungen öCj . . . (Xn^ nach Festpunkten (Feststrahlen) 

aufgenommen worden, so ist das beobachtete Rich- 
tungsbüschel (X zur Orientierung um den Winkel (o 
zu verdrehen j der sich ergibt als arithmetisches Mittel 



_ [9^ — ^] 



CO = ~ 



'b- 



Damit wird dVe 0Y\e\v\:\^\iVfö ^^^^\öi% 
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nach dem Neupiinkte P -^' ß^ap+ \r - oj 

lind ihr mittlerer Fehler niß = ^]m\ - iii'i^ . S«t/» 
man die Richtungswinkel q) der Feststrahlfii aK f'ljl'iJf 
voraus, so ist der niittlere Fehler von (y on '^Wv i 
demjenigen von a, somit, da zur Bilduni^ \'.'Ij tn - n 

Werte ver^^endet wurden, w^^ = * . liaiuit wjii 



w^ 



= + 1/ m' + - = m^ I 



« • 



und wir erhalten aus der Proportion (1 5 1 /y ^ : y/ , //''; : //' 
das Gewicht der in den Festpunkten satz\v«\>< •. . »m« • 
teten und orientierten ,,äußeren" ^A^-v ..X'« »w.i'i- 
Richtungen ^ nach dem Neupunkte: 

(56) Pß-T^'-^—l'^-,,,.. 1- 

Für jo^ = 1 wird Pß = ^ • 

Uf-T 1 

Wir haben nun dreierlei von yAi-iw d«ri J'<.-ij u.j i« 
^,-B... ausgehende, gegen d»Mj N«'U])Ujjkt p^M^jj« »ii.-t 
Strahlen zu unterscheiden, näniJi'li: 

1. Die aus der Winkehnes^ung ^<nvoij]je]i<;ij. /ju W- 
Stimmung des Neupunktej< 'Jieij<Mj'J(^ij o]i«'j)ii«-i'i«'ii 
Richtungen ^, welche .sidi iufolK'' '^'^"i '.ij,i^''iiani^- 
keiten (in der Messung, den ?Vst]»unkt.sk^>>]'linat«M n.-w.; 
nicht, wie es sein sollte, in (hinein J^unkttf .s<lin(^i<l«*ij 
werden und die wir mit nAl\ uliP . . . b< /<i<:iinen 
wollen. 

2. Die Verbindungslinien der l^iiutztc^n Festpunktit njit 
dem vorläußgen Punkt N . devew a.\\S) ^ViwY^'^^^^x^^w'^ 
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zu berechnende Richtimgs- (Neigiings-)wmkel mit 
(nAP)^ {71 BP) . . . bezeichnet sein mögen. 

3. Die Verbindungslinien der Festpunkte mit dem end- 
gültigen, seiner Lage nach zunächst noch unbekannten 
Neupunkt P, deren zunächst unbekannte Richtimgs- 
winkel wir mit [/iJP], [wPP]*) . . . bezeichnen. 

Wir erhalten nun folgende Gleichungen für die auf- 
tretenden kleinen Winkeländerungen (linksläufige Drehung 
in Fig. 9 bedeutet negativen Wert): 

I Verbesserungszuschlag an ßj^^v'l=[nAF] — nAF 
• • 

Veränderung dw des Richtungswinkels { ^\^ , ^^\i 

[nBJ\ = {nBP)} 

welche eintritt, wenn man den vorläufigen Endpunkt V 
um die zunächst unbekannten Beträge dx ^ dy nach P 
verschiebt : 



(b. 



d''q:'^=[nAF] — {nAF) 
d''(pj^=[nBF] — {nBF) 



Ersetzt man die endgültigen Richtimgs winkel [nAP], ... 
in Gleichungen (b) durch 7iAP+va, . . . a^is Glei- 
chungen (a), so erhält man 

d' V,i = nAF—(nAF) + }/[ 
(c) { d"(fjj=nBF—{nBF) + v';, 



*j [ J hat hier und im folgenden jeweils nicht die dem Zeichen 

bisher allein zugeschriebene SumtcveiiXietovtaLivg ^ sondern auch 

noch die Aufgabe^ endgültige ^m)ie\- oöiet ^\Oo^a\fißL^^«!^fc 

ä/s soIcJie zu irennzeichnen ! Ob die eme oöiw ^^«^^'^;^f?Sf^ 

y^ Frage kommt, ergibt sich aus dem SVwie ^« KöV^teast 
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I v'^=dip„+inBP) — nBP 



Die ÄDderungen dq? der Bichtungswinkel können wir 
ttels Oleichiu^ (55) in den EoordinateDzuschlSgen dx 




Fig. 8. 

id dy ausdrücken. Bezeiclmen wir femer die Unter- 
'hiede (nAP) — nAP . . . zwischen dea l^ükeroii'^^ 
ichtUD^ifJnifeln nach dem ■70t\ä\\&gfeQ.'SE5a.^>M;«S."^ ~^^ 
n gemessenen, orientierten ■ßicbtam?,^»^ ^ asÄ^^*^^^ 
tng (S5d) mit ii, lg. . ., daao. geVea 4«. o^"«*"^ 



Vemiittebide Beobachtungen. 

(«,) = ANB HE (APB) = (n PB) — (n PA) 
(a.) = BNO = (BPC) = (n PC) - (n PB) 



Wir können weiter die Ter9nderuDgen dipt, d<pB ■ ■ 
welche die vorläufigen Richtungswinkel i^PA), {nPB). 
dadurch erleiden, daß man den vorläufigen Punkt JVnac 




P verschiebt, mittels Gleichung (55) in den (zunäcl 
unbekannten) Verschicbungen dx und dy ausdrückt 
■wobei wir allerdings beachten infiRScn, daß wir jetzt ni« 
den Endpunkt, sondern den Anfangspunkt der Strecke v. 
schieben, wodurch d(p das entgegengesetite Vorzeich 
erhält. Setzen wir daher 
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(54a) 



so wird 



a== —a = 



sm<p 






s 



b = -6 = - 



cos^ 
Q 1 



s 



(c) 



oder 



{ d<p^ = [nPÄ] 
dfpB=[nPB] 



{n PA) = aj^dx -\- b^ dy 
(n PB) = aßdx-\- hß dy 



(c) 



[nPA] = (n PA) + a^dx + b^ dy 
[nPB] = (nPB) + aßdx + hß dy 



Setzen wir die gewonneneo Werte für [n PA] ... in 

Gleichung (a) ein, so erhalten wir die Fehlergleichungen : 

v^={nPB)-\-aßdx-\-hßdy—{nPA) — aj^^dx—hj^^dy — ai 

(d) ] v^={nPC)-^acdx-\'hcdy — (nPB) — eißdx—hßdy — cK^ 

Wenn wir unter Benutzung der Gleichungen (h) 
wie bisher setzen : l = Näherungswert — gemessener 
Wert des beobachteten Winkels: 

(nPB) — (nPA) — oc^ = («0 — a^ = l, 
(nPC) ~ (nPB) -oc, = («,) -a, = l, 

• • • 

• • • 

• • • 

imd femer 

**de8 rechten Schenkels ^des linken Schenkels ^ 
*de« rechten Schenkels "des linken Schenkels ^ "> 

SO erscheinen die Fehlergleichungen (d) in der gewöhn- 
lichen Form: 

Vj, ^%^dx+ 93i dy + l,\ Normalform 



(25 e) 



v^= %dx + %dy + I2 ) der Fehler- 
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Ihre Zahl ?v ist gleich derjenigen der im Neupunkt be- 
obachteten Winkel oc . Letztere, folglich auch die Ab- 
sohitglieder l sind gleichgewichtig. Wir erhalten daher 
die gesuchten Koordinatenzuschläge dx und dy aus den 
zwei Normalgleichimgen : 

^ ^ l [^^]dx + [^^]dy+\^l]^0. 

Zum Zweck von Rechenproben und zur Fehlerberechnung 
führen wir analog Gleichungen (40) bis (44) in die Reduk- 
tion woiter ein die Produkt- und Quadratsummen: 

[II]. [516], [33®], [^6], [66] 

lind erhalten: 

rS5 i • 11 
die rechts stehende Unbekannte dy = — , m -n 

[3Ö «ö • IJ 

und ihr Gewicht P^^ = P^ = [»» . 1] , 

ferner 

(37b) [vr] = [/Z.2] , 

und (weil zwei der 7i,. in P gemessenen Winkel (x zur 
Bestimmimg von P nötig, also (??,. — 2) überschüssig sind) 



(58) 



1/ _ ,1/ [^^-2] 

^''^-±y (n,-2)[93S.l] 



Die zweite Unbekannte dx ., ihr Gewicht und mittlerer 
Fehler ergibt sich nach erfolgter Umstellung der Normal- 

gleiclnmgen atif dieselbe Weise. 

B) Lösung bei Richtungsbeobachtung. 

Das soeben vorgeführte Verfahren läßt sich ohne 
weiteres auch auf Riclitungsbeobachtungen anwenden, 
wenn man die als gemessen vorausgesetzten Winkel 
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durch Subtraktion je zweier Eichtungswerte oc gewinnen 
will. Die Zahl der zu verwendenden Winkel und Fehlei-- 
gleichungen wäre aber dann beim Yorliandensein von 
Wr • beobachteten und gleichmäßig zu berücksichtigenden 

Richtungen = 1 ^ j , also sehr groß. Wir suchen daher 

ein einfacheres Verfahren. Wie bisher mögen die Koordi- 
naten xy^ yy eines. in möglichster Nähe des gesuchten 
Neupunktes P gelegenen vorläufigen Punktes N bekannt, 
also die ihnen zuzufügenden Zuschläge dx und dy 
[s. Gleichung (45)] gesucht sein. 

Das im Neupiuikte P gemessene Richtungsbüschel a 
kann man mm, ohne an der gegenseitigen Lage der 
Strahlen, also an der Eigenschaft der Richtungen als 
Messungsresultaten etwas zu ändern, um den zunächst 
unbekannten Betrag Z derart verdrehen, daß die Indivi- 
duen dieses mit dem Scheitel nach dem zunächst un- 
bekannten endgültigen Punkte F gelegten Strahlen- 
büschels von den Verbindimgslinien dieses Neupunktes 
mit den Festpunkten möglichst wenig abweichen. Wären 
Messung der Richtungen und Lage der Festpunkte fehler- 
frei und Projektionsverzemmg nicht vorlianden, so müßten 
dann sogar sämtliche Strahlen durch die entsprechenden 
Festpunkte gehen; der Unterschied (endgültiger Richtungs- 
winkel [wP^] ... — endgültig orientierter Richtungswert 
[(Xa] . . . ) wäre = . Trifft dies nicht zu, so stellt der 
unterschied direkt die am endgültig orientierten Rich- 
tungswert [oca] . . . anzubringende Verbesserung v dar. 
Den imbekannten Verdrehungswinkel Z zerlegen wir, wie 
gewohnt, in einen Näherungswert a> und den imbekannten 
Zuschlag X , womit wir erhalten : 

(59) Z = CO + % 
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und womit die im Neupimkt P endgültig orientierte ge- 
messene Richtung wird: 

(60) [X] = (K + (D + X, 

Den Näherungsbetrag co gewinnen wir, wenn wir das ge- 
messene Strahlenbüschel mit dem Scheitel — statt auf den 
endgültigen, aber unbekannten Pmikt P — vorerst auf den 
vorläufigen Punkt N legen und dann um a> so verdrehen, 
daß die Summe der Abweichungen V der vorläufig orien- 
tierten Richtungswerie a^ + co , a^ + co , . . . von den zu- 
gehörigen vorläufigen Richtimgswinkeln {n PA) , (n PB)... 
wird = , d. h. 



V 



A A ^ B B 



In diesem Falle ist also der vorläufige Verdrehungs- 
winkel : 

(nPA) — (Xj^ + {nPB)- a^H [.{nPR)-0^^ 



(O 



n^ 



Z d. vorl. Rieht.- Winkel — -Z d. gemess. Richtgen. 
(61) ft>= ^^— 

71, 

Die durch Addition von w zu den gemessenen Rich- 
tungswerten (X vorläufig orientierten, aber in ihrer gegen- 
seitigen Lage dadurch nicht veränderten Richtungen 
(X -\- CO mögen heißen (x^ . Wir haben fdr jeden Be- 
stimmungsstrahl jetzt vier Werte zu unterscheiden, nämlich 

1 . die im Punkte N vorläufig orientierte, gemessene Rich- 
tung (X^ , 

2. den Richtungswinkel {nPÄ)^ {n PB) . . . der Verbin- 
dungsstrecke vom vorläufigen Punkte N zum Fest- 
pimkte A^ B , , , , 

3. die im Neupunkte P endgültig orientierte, gemessene 
Richtung [^J = a + co + ä = oc® -V ä ^ 
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4. den Eichtungswinkel [n PA] , [n PB] . . . der Yer- 
bindungsstrecke vom endgültigen Neupunkte P zum 
Festpunkte A, B . , . 

Die Werte (2) und (4) unterscheiden sich um die 
Änderung dq/' am Richtungswinkel {n PA) . . . , welchen 
eine Verschiebung des Anfangspunktes N der Strecke 
NA . . . um die Koordinatenzuschläge dx und dy , d. h. 
nach P hervorruft. Nach Gleichung (c) von § 23 ist also 

[NPÄ] = (n PA) + aj^dx + b^ dy 
[nPB] = (n PB) + a^ dx + bß dy 

• • 

Bezeichnen wir endlich, wie gewohnt und schon oben 
angegeben, den Unterschied: vorläufiger Wert — Be- 
obachtungswert hier {{nPA) = v) — (Xj^ mit V und die 
Verbesserung des (endgültig orientierten) Beobachtungs- 
wertes [oc] mit V , so erhalten wir die Fehlergleichungen : 

v^ = [nPA] — [ocj] = (n PA) + a^dx+hj^dy — oc\ — z 

= aj^dx + h^dy — 2 + l'j^ 

Vß = [n PB] — [a^] = (n PB) J^ a^dx + h^dy - a^- z 

= aßdx + hßdy — z+ V^ 

9 • 

m • 

• • 

Ihre Zahl ist gleich derjenigen der beobachteten inneren 
Richtungen, also gleich Uy. Setzen wir, um den Koeffi- 
zienten der dritten Unbekannten positiv zu erhalten, 
d(o = — ' « , so daß der gesuchte Yerdrehungswinkel 

(59) Z=o)-\-z=co — dcü , 

so gehen die Fehlergleichungen über in: 

(vA = dco + aAdx + bA dy + 4 
(25e) { vb = dco + afidoc -]- hßdy + Vb 
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Die inneren Eichtiingen a, folglich auch die Absolut- 
glieder V sind gleichwertig. Man erhält daher unter 
Beachtung, daß der Koeffizient der ersten Unbekannten dw 
(sonst a) jetzt 1 heißt, für die Bestimmung der drei un- 
bekannten rfco, dx^ dy die drei Normalgleichungen: 



(26a) 



n, . d(D + [a] dx + [b] dy +[r\ =0 

[a] do) + [a a] dx + [a b] dy ^f [a r] == 

[b] rfcü + [a b] c?a: + [b b] (^«/ + [b ZT = . 



Der normale Weg der Auflösung erfordert nun zweimalige 
Keduktion der Nornialgleichungen. Der Umstand aber, 
daß alle Koeffizienten der ersten Unbekannten doy in den 
Fehlergleichungen einander gleich sind, ermöglicht eine 
Vereinfachimg durch vorausgehende Eliminierung dieser 
Unbekannten. 

Addiert man nämlich sämtliche Fehlergleichungen und 
beachtet, daß nach Gleichung (33) allgemein [av\ = 0, 
also bei a^ = a^ = . . . a/j = 1 , hier [v] = , so er- 
hält man 

[v] = n]. . dco + [a] dx -f [b] dy + [V] = , 

woraus die Durchschnittsgleiclmng 

Subtraliiert man diese Durchschnittsgleichung von jeder 
Felllergleichung, so erhält man ein System reduzierter 
Fehlergleichungen mit nur zwei Unbekannten. 

Setzt man noch die dabei entstehenden Differenzen, 
iiämliclr. 



23. Rechn. AusgleiehmigsTeifüireii f. Bc'rkwänsenächi.. 1 4 • 
usw., so gehen die Fehlerj^eichiingeii '25 ei iiV-?r in 

= tCj </x — Sj ^y — V?i 



(63) 



^fLßdx -r *Ä</y — iis 



Das Absolutglied S der Gleichungen (63) untersoheidot 
sich dabei in keiner Weise von dem Absoluterliedt? /' «l^r 
Grleichungen (25 e), weil infolge der Orientierunc: <los iro- 
messenen inneren RiehtungsbüscheLs x nach den vca- 
läufigen Richtungswinkeln v wird [/'J = , also aiuli 

Aus den Fehlergleichungen (63) erhält man j»Mzt 
zwei Normalgleichungen für die Berechnung iler un- 
bekannten Koordinatenzuschläge, nämlich 

ind durch Reduktion 

65) I ^ [9333.1] 

|p,^ = P^ = [SS.l] 

nd, da die Zahl der nötigen Richtungen =- 3 , dii^ der 
berschüssigen also = w^ — 3 ist, 



^' -' = 4^^^^ 
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Wollen wir schließlich noch den Verdrehunj 
Zuschlag % = —dco berechnen, so liefert Gleichung (( 

(67) X = -dco =^dx + ^dy + ^ , 

«r n,. n,. 

und da [l'] = , 

(67) z= -d(o = ^dx + ^dy, 

womit im Abriß noch die Probe sich ergibt, daß der 
der RichtungsorientieruDg im endgfütigen Neupmikt 
auftretende Verdrehungswinkel sein muß 

(r>9) Z = CO -{- x^ CO — dco . 

Umstellimg der Koeffizienten der Normalgleichung 
liefert auf gleiche Weise die zweite Unbekannte dx. 
Gewicht P^ und ihren mittleren Fehler Mx. 

§ 24. Rechnerisches Ansgleichnngsverfahren für t( 
elnigtes Vor- nnd Riickwärtseinschneiden. 

Sind zur Bestimmung der Koordinaten Xp und 
eines Neupunktes P Winkel oder Richtungen sowohl 
den Festpunkten A^ B . . . nach dem Neupunkt (äuß< 
oder Vorwärtsrichtungen), als auch im Neupunkt m 
den Festpunkten beobachtet (innere oder Rückwäi 
richtungen), so kann man für die ersteren die Fehl 
gleichungen des § 22, für die letzteren diejenigen ( 
§ 23 gleichzeitig zur Anwendung bringen. 

Man hat also statt w^, wie im Falle des Vor-, o< 
riy , wie im Falle des Rückw<ärtseinschnittes , je 
{n„ + ^j) Fehlergleichungen, wenn von den Festpunk 
zum Neupimkt herein n„, vom Neupunkt zu den ¥i 
j)unkten hinaus 7i,. Strahlen beobachtet wurden. 1 
Koeffizienten ([er Unbekannten in den Normalgleichunj 
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setzen sich also aus {n„ + n,) Summanden zusammen. 
Wir erkennen femer, daß die Richtungskoeffizienten a 
und a , bzw. b und 6 der Fehlergleichungen nach Rich- 
tung und Größe einander gleich sind, wenn sie sich auf 
denselben Bestimmungsstrahl beziehen, d. h. wenn dieser 
zweiseitig, sowohl von außen nach iimen, als von innen 
nach außen beobachtet wurde. Für den Stralil AP 

ist z. B.: 

sinn AP „ , srnnPA ,, 

, , cosniiP ,, cosnPi4 ,, ^ 

*^=+-^ip-^ = — zp-^ =^^ ' 

ebenso für den Strahl BF bzw. FB usw. 

Nur ^ie Gewichte 'p der Absolutglieder /^ ,//?... , 
Zj , ^2 • • • j ^i ) ^i • • • bzw. Si , Sß . . . verlangen jetzt, da 
gleichzeitig innere und äußere Richtimgen zur Be- 
stimmung der Unbekannten verwendet werden, noch eine 
vergleichende Untersuchung. 

Als Gewicht 'p einer äußeren Richtung oder der 
Absolutglieder Z^, /^ . . . haben wir in § 22 für den Fall 
des Yorwärtseinschnittes festgestellt: 

a) im Falle der Winkelmessung: 7?/=l, 2 . . . n^^, 
wenn der Neustrahl durch 1 , 2 , . , uj gemessene 
Winkel mit 1 , 2 , , . nj Feststrahlen verbunden ist, 

Yif 

b) im Falle der Rieh tun gsbeobachtung: jpi='pß= — -£-- , 

wenn aiißer dem Neustrahl noch Uf Feststrahlen dem 
beobachteten Richtungsbüschel angehören. 

Die Gewichte^,- der inneren Winkel imd Richtungen, 
oder der betreffenden Absolutglieder l^^l^ . . . bzw. I'a , I'b 
und Si, Sj? sind für den Fall des Rückwärtsein- 
schnittes je unter sich gleich, also w\Q\\t ^^\\fö>t n^^Xs^- 

Weitbrecbt, Ausgle!chungSYec\\T\v\\Ag. ^^ 
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rücksichtigen. Sollen sie aber mit äußeren Richtungec 
in Yerbindnng gebracht werden, so müssen wir das Yer- 
hältnis der beiderseitigen Gewichte feststellen. 

Dies ist bei vorhandener Winkelmessung sehr ein- 
fach, da bei gleich genauer Beobachtung jedem Winkel — 
gleichviel, ob sein Scheitel im Festpunkt oder im Neu- 
punkt liegt — gleiches Gewicht zukommt 

Etwas anders ist es bei der Richtungsbeobachtung. 
Denken wir ims das innere Richtungsbüschel mit dein 
Scheitel im endgültigen Neupunkt P nach den benutzter 
fehlerfreien Festpunkten A^ B,,, orientiert, so wird 
jede beobachtete, orientierte Richtung um einen gewisser 
Fehlerbetrag von ihrem wahrscheinlichen Wert, dem Rich- 
tungswinkel [nP^] , [nPB] . . . abweichen, der sich wie 
bei der Ableitung S. 131 zusammensetzt aus dem Beob- 
achtungsfehler w?a einer inneren Richtung und aus dem 

Fehler yuz = —^ des Yerdrehungswinkels Z [s. Glei- 

chung (59)]. Daher ist der mittlere Fehler einer orien- 
tierten inneren Richtung (im Falle der Beibehaltung 
dreier Unbekannten dco ^ dx ^ dy gleich demjenigen des 
Absolutgliedes V) analog (S. 131): 






und da m« für innere und äußere Richtungen gleich ist 

analog Gleichung (56) 

(C8) ^,^^, = _^. 

Wendet man das Verfahren der vorgängigen Elimi- 
nierung von dco an, so wird das Absolutglied statt Y\ 
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und sein mittlerer Fehler 

n,+ l 



m 



2 



l/ 2 , ^5 i/!V+l 



m 



» 



n. 



Damit wird 
(68 a) 



PQ 



Ylr 



2 



w,.+ l 
Mit wachsendem w,. konvergieren 



w. 



imd 



Ur+1 



gegen 1 . Da nmi n,. ^ 4 , wenn im Falle des Rückwärts- 
einschnittes überhaupt von Ausgleichung die Rede sein 
soll, so setzen amtliche Yermessungsanweisungen der 

Einfachheit halber 

Pi=Pv = P^ =1 . 

Die Zahl der überschüssigen Richtungen zum Zwecke 
der Fehlerberechnung ergibt sich aus der Betrachtung, daß 
im Falle der Richtungsbeobachtung zur Berechnung der drei 
Unbekannten dx , dy und % jedenfalls drei Bestimmungs- 
stücke nötig, also (Wp + ^r — 3) Stücke überschüssig sind. 

Wir haben also bei vereinigtem Yor- und Rück- 
wärtseinschneiden: 

A) Im Falle der Winkelbeobachtung 

Fehlergleichungen 
n^ Gleichungen für 



n^ Zielungen 
vorwärts 



Vß=aßdx + bßdy+lß 



\ 



Gewicht p 



n 



/a 



n 



JB 

• 

1 
1 



n,. Gleichungen für [ Vj = ^Tj (Zaj + $8i r^y + ^ 
w,. Zielungen \ v^=^%^dx-\-^^dy-\-U 
rückwärts I * 

Normalgleichungen 
([i?aa] + [SlSq) da? + ([i>a 6] + [51S81) dy -V (^pal\-V^'V:^=^ ^ 
{\pah]-\-mm)äx+{{phh\ + t^SöA^ dy -V\Vp^T\^^\^=^ 
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Führt man für die Koeffizienten von dx und d 
den Nonnalgleichungen wieder die bisherigen Bez( 
nungen ein, und setzt z. B. 

{[p aa]-\- [5151]) = [paa] usw., 
so erhält man . 



[phb-\] 

. = ±1/ 



M, 



\pH'^] 



[i?6 6.1]K + n,.-2) • 



B) Im Falle der Richtungsbeobachtung \md: 
1. der Beibehaltung der dritten Unbekannten d(D : 



n^ Glei- 
chungen für 
n^ Zie- 
lungen 
vorwärts 

n,. Glei- 
chungen für 
Ol,, Zie- 
lungen 
rückwärts 



^A = 



^5 = 



Fchlergloichungeu 



aj^dx-{-hj^dy-\-lj^ 



aßdx + bßdy + lß 



Gewicht p 
Beobachtai 
oder des Abs( 
gliedes 



v^^ = d(o + aj^dx + h^dy + l'^ 
Vß^d(o-]-aßdx + hßdy + Vß 



n 



"fA 



^f.+ ^ 



n 



'/b 



«/„+1 



Vb 



m 

»V+l \ 



n, + lj 



od 
nä 



Normalglcichungen 
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Führt man für die Koeffizienten der Unbekannten in 
den Normalgleichnngen wieder die bisherigen Bezeich- 
nungen ein und setzt: 

[P,] = [paa], [P,ö] = [pab]j [PfM = [pac], 

([P„ aa] + IPr Ö ö]) = [P & &] , ([Pv ^^] + [Pr ^ ^]) = [pbc] 

usw., 

^ [pcc'2]' . 

P„ = [pcc-2], 



so hat man 



^, = ±]/ 



[pll'S] 



[pcc-2](n^ + n, — 3)' 



Im Falle der Richtungsbeobachtung und: 
2. der vorgängigen Eliminierung der Unbekannten dco : 

Gewicht p der 
FehlerffleichuDgen 



Beobachtung 
oder des Absolut- 
gliedes 



n^ Glei- 
chungen für 
n^ Zie- 
lungen 
vorwärts 



n,. Glei- 
chungen für 
n^. Zie- 
lungen 
rückwärts 



Vj^ = aj^dx + b^dy + lj^ 



Vß=ajidx + bjfdy + lß 






n 



''Sa 



"/.+ ! 



n 



Jb 



*v«,+ i 






n N2 



oder ge- 
nähert 1 



\ 



NonnalglekYwiwgöXL , 
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Führt man für die Koeffizienten der Unbekannte 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bez 
nungen ein, setzt also 

so wird 



t*y — — 


[phh'l]' 




Py=[phb^l], 




3f,--f 


l7 [pll-2] 

-V [pbb-l](n^ + n^.-3] • 


Z 


ahlenbeispiel. 




Zur Bestimmung 


der rechtwinklipfen Koordinatei] 


trigonometrischen Neupunktes 1 wurden 


auf ihm Richtr 


nach benachbarten Dreieckspnnkten und 


in letzteren s 


nach dem Neupunkte 1 


beobachtet. Die 


Koordinaten de 


nutzten Dreieckspunkte 


sind bekannt und als fehlerfre 


zunehmen. 






Gemessen wurde: 






Im Neupunkte 1 nach Killesberg 


399« 99' 64" 




Feuerbach 


122« 19' 08" 




Eychen 


189<> 23' 41'' 




Zuffenhausen 


232« 97' 25" 


In Sandäcker nach 


Eychen 


355« 00' 62" 




Feuerbach 


399« 97' 65" 




Neupunkt 1 


4« 68' 37" 




Killesberg 


16« 78' 41" 


In Eychen nach 


Feuerbach 


49« 14' 48" 




Neupunkt 1 


399« 98' 99" 




Killesberg 


2« 37' 63" 


In Killesberg nach 


Feuerbach 


0« 03' 93" 




Eychen 


49« 27' 69" 




Neupunkt 1 


57« 66' 26" 




StammVidm 


^'l'^ ^^' ^^» 
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In Killesberg nach 



Korawestheim 89« 31' 12'^ 

Cannstatt 172« 27' W 

Berg 19P02'75" 

Falget 314« 31' 56" 

Weil im Dorf 392« 84' 22" 

Gegebene Koordinaten: 





X 


y 




+ 


+ 


Berg 


30796,55 


11731,96 


Cannstatt 


31781,93 


12010,25 


Eychen 


32632,85 


8101,42 


Falget 


31114,51 


8061,89 


Feuerbach 


31962,93 


7858,74 


Killesberg 


31690,30 


8485,65 


Komwestheim 


38572,02 


10181,79 


Sandäcker 


31940,47 


7360,85 


Stammheim 


36512,78 


7999,98 


Znffenhansen 


34691,00 


9175,86 


Weil im Dorf 


32949,64 


4372,99 



Lösung: Für den Neupunkt 1 seien auf irgend weiche 
Weise die Näherungskoordinaten: 

N^=+ 31909,96 , Ny=-\- 8428,22 

ermittelt worden. 

Mittels der Formel: 

i^nAB=^ 



Vb 



Xß Xj^ 



Va ^ Ay 
Ax 



seien femer die in Spalte 4 von Formular 1 (Abriß) mit 
senkrechten Ziffern eingetragenen Richtungswinkel (p der 
Verbindungsstrecken zwischen den durch obige Koordinaten 
bestimmten Festpunkten berechnet. Damit erfolgt die Orien- 
tierung der in den Festpunkten beobachteten und in Spalte 3 
des Formulares 1 eingetragenen Richtungsbüschel a , 

Der hierfür nötige VerdrelwmgsTi'YcSL'E^ «> \^\» K^'^^-^i^fö'^ 
die orientierten Richtungen ß (;woi\ni\föt ^wöö. ^^^^^'i^ 



^kS^. 
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Neustrahles) sind in Spalte 6 und die hiemach sich ergebenden 
Beobachtungsverbesserungen v für die Feststrahlen in Spalte 7 
berechnet. 

Die orientierten Richtungen ß werden jetzt aus Formu- 
lar 1 als „Richtungen vorwärts", die im Neupunkte beobach- 
teten Richtungen oc direkt aus dem Feldbuch als „Richtungen 
rückwärts'^ in das Formular 2, Abteilung 1, Spalte 3 über- 
tragen. Gleichzeitig erfolgt der Eintrag der in Formular 1 
zur Orientierung der Vorwärtsrichtungen benutzten Zahl von 
Feststrahlen n^ in Spalte 5 und die Berechnung der Rich- 

tungsgewichte p = — j-^ (den Richtungen rückwärts möge 

durchweg das Gewicht 1 zugeschrieben werden). Hieraus er- 
geben sich die Gewichtsfaktoren ]/p in Spalte 8 des Formulares 2 
(Abteilung 1). Durch die Orientierung der Vorwärtsrichtungen 
(Verdrehung des ganzen Büschels der in den Festpunkten be- 
obachteten Richtungen um den Winkel co) in Formular 1 ist 
an deren gegenseitiger Lage, also an ihrer Eigenschaft als 
Beobachtungswerte, materiell nichts geändert. Mit ihnen 
werden nun die aus den Näherungskoordinaten für den Neu- 
punkt abgeleiteten Richtungswinkel v = {NAP)^ {NBF),.. 
(s. Spalte 4 der Abteilung 1 von Formular 2) verglichen, 
wol)ei sich in Spalte 6 die Absolutglieder / der Fehler- 
gleichungen für die Vorwärtsrichtungen ergeben. 

Auch die Rückwärtsrichtungen oc sollten, und zwar 
zunächst nach den vorläufigen Richtungswinkeln v (s. Spalte4 
von Formular 2), vorläufig orientiert werden: 

«Q = a -|- w , 
wodurch sich dann die Absolutglieder l' ergeben würden aus: 

V = V — 0(q = (v ä) CO , 

Die letztere Gleichung zeigt aber, daß zur Bildung dieser 
Absolutglieder die Durchführung der vorläufigen Orientierung 
entbehrlich ist: wir finden sie kürzer als Überschuß der 
Einzelwerte (v — oc) für den Verdrehungswinkel über dessen 
Mittelwert co . 

Gleichzeitig mit der Berechnung der Richtungswinkel (p 
der Verbindungsstrecken vom \0TVä.ul\^ew ^xsli^Xä \ täj^ 
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den zu seiner endgültigen Bestimmung zu benützenden Fest- 
punkten oder umgekehrt mögen die Strecken selbst 

Ay Ax 

sin 9? cos 9? 

und die Richtungskoeffizienten 

sin«?? ^ cosqp 

s ' 8 

(9? vom Neupunkt zum Festpunkt) logarithmisch oder mittels 
eines speziellen Hilfsmittels (Tabelle, Rechenschieber, Dia- 
gramm) gewonnen worden sein. Letztere werden in Spalte 7 
des Formulares 2 eingetragen. 

Zur Erzielung bequemer Rechnung sind möglichst gleiche 
Zahlenwerte für die Absolutglieder l bzw. V und für die Rich- 
tungskoeffizienten a und B (Koeffizienten der Fehlergleichungen) 
erwünscht. Dies wird erreicht durch Wahl solcher Maßein- 
heiten, welche der normalen Beobachtungsgenauigkeit und der 
mittleren Strahlenlänge angepaßt sind. Im vorliegenden Bei- 
spiele wird als Winkeleinheit (für /, Z', g) die Dekasekunde, 
als Streckeneinheit (für dx ^ dy ^ s) das Dezimeter gewählt. 

Nun bilden wir in den Spalten 9 — 11 des Formulares 2, Ab- 
teilung 1 durch Multiplikation der Koeffizienten a und h und der 

Absolutglieder ? je mit Vp^ die Koeffizienten a^Pß^ ^^Pßi ^i^ß 
der Fehlergleichungen für die Vorwärtsrichtungen, durch Sub- 

traktion der Durchschnittswerte a« = — und B« = — für 

a und B von diesen Richtungskoeffizienten und Multiplikation 
mit ip^ diejenigen für die Rückwärtsrichtungen 

(5t = (a-ao)f5;; S3 = (b-bo)l^; ^ = V]'p)^ 
Für letztere besteht die Probe: 

[«] = 0, [331 = 0, [8] = 0. 
Schließlich erfolgt die Bildung der Summenglieder 

« V^ = a fpß -{-l}lp'ß + l}lv'ß 
für die Vorwärts-, bzw. 
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^ipß 
51 . 








Hvß 



für die Rückwärtsrichtungen, wobei die Rechenprobe sich 
ergibt : 

(Durch Benutzung dekadischer Ergänzungen wird die Sum- 
micrung hier, wie auch später in Abteilung 2 des Formulares 2, 
erheblich bequemer.) 

Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen 
erfolgt in Abteilung 2 des Formulares 2. Zur Ausrechnung 
der einzelnen, hernach zu addierenden Quadrate und Pro- 
dukte werden Logarithmen-, Quadrat- und Produktentafeln, 
Rechenmaschinen, oder — bei ungefähr gleich- und nicht allzu 
großen Koeffizienten — Rechenschieber benutzt. Die in Ab- 
teilung 2 gebildeten Koeffizienten der Normalgleichungen 
werden nach Abteilung 3 des Formulares 2 übertragen, wo 
die Reduktion der Gleichungen unter Beachtung der Rechen- 
proben entsprechend dem Vordrucke und den früheren Ab- 
leitungen erfolgt. Abteilung 4 ist für die Berechnung der 
mittleren Fehler der Beobachtungs werte und der Unbekannten 
bestimmt. 

Eine durchgreifende Rechenprobe erzielt man in Formu- 
lar 1 nach Gewinnung der endgültigen Koordinaten des Neu- 
punktes durch Aufstellung des „Abrisses" auch für ihn. Die 
Richtungswinkel cp von ihm nach den benutzten Festpunkten 
oder umgekehrt mögen nach den in der Einleitung hierfür 
angegebenen Formeln berechnet, und nach Spalte 3 des Ab- 
risses sowohl zu den Festpunkten, als zum Neupnnkt über- 
tragen sein (vgl. schräge Ziffern). Das auf letzterem be- 
oliachtete Richtungsbüschel <x wird, wie bisher, zum Zwecke 



der Orientierung um den Winkel w = ■' 



n. 



verdreht. 



wobei die orientierten Richtungswerte ß erscheinen. Dann 
muß dieser endgültige Verdrehungswinkel o> von dem 
in Spalte 5 der Abteilung 1 vom Formular 2 benutzten vor- 
läufigen um den Betrag 



z = — dx + ~— dy = 00 da? + b© dy 



n. 



n. 



abweichen : 



^endgültig ~ ^voT\1S.uftfs"V * • 
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Bildet man schließlich die Differenzen v = (p — /? , und 

multipliziert jede Verbesserung t; mit dem zugehörigen ^ p , 
so muß sein 

[pvv\ = [pll'2] . 



III. Abschnitt. 

Bedingte Beobachtungen, 



§ 25. Erklärung. Anfstellnng der Bedingungs- 

gleichniigeD. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die Beobachtiings- 
großen an sich voneinander unabhängig sind, bzw. nur 
insoweit zusammenhängen, als sie zur Ermittelung anderer 
Größen gemeinsam beitragen. 

Nun gibt es aber eine Reihe von Aufgaben, in denen 
die mehrfach beobachteten Größen einer Anzalil {ß) 
voneinander unabhängiger, streng zu erfüllender matlie- 
matischer Bedingungen genügen müssen, „bedingte, 
direkte Beobachtungen*^ 

Sind z. B. die drei Winkel « , /? , 7 eines Dreiecks je 
mehrfach gemessen, so müssen sie (unbeschadet der Berech- 

\pl] \ 
nung jedes einzelnen von ihnen nach der Formel i = -,-:r 1 

der Bedingung genügen: ^P^ ^ 

oc+ß + y = 2R-\- sphär. Exz. 

Die (etwa durch Einwägung ermittelten) Höhenunter- 
schiede Ah der Endpunkte der Seiten eines geschlossenen 
Polygons müssen (abgesehen von der Mittelbildung im Falle 
mehrfacher Bestimmung jedes einzelnen Ah) der Bedin^u^ 
genügen [Jh] = 0» 

Ebenso müssen die Seiten 8 \md d\^ ^x^^^5.^^^^*^^^^,'^ 
mes geschlossenen Polygons, gleichg^Xiv^, o\i ^\e; "^^^ ^^^^^^ 
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facher Beobachtung gemittelt sind oder nicht, den drei Be- 
dingungen genügen: 

[ß] = (2n — A)'R bzw. C'2B 

[Ax] = [8 'COS(p]=0 

[Ay] = [8'sm(p]=0 , 

wo 9? die aus den Brechungswinkeln ß abzuleitenden Rich- 
tungswinkel jeder Polygonseite in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatensystem darstellen. 

Die erste, wichtigste und häufig schwierigste Auf- 
gabe der Ausgleichung ist im vorliegenden Falle die 
nacli Zahl und Form richtige Aufstellung der Be- 
ding ungsgleichun gen. 

Bedingungsgleichungen zwischen den Beobachtungs- 
werten mehrerer Grrößen können auftreten, wenn zwischen 
diesen Größen ein mathematischer Zusammenhang infolge 
i lirer Zugehörigkeit zu einem abgeschlossenen Gebilde 
bestellt. Ist die Zahl der beobachteten, nur durch, jenen ma- 
tliomatischen Zusammenhang miteinander in Verbindung 
stellenden, sonst aber voneinander unabhängigen Größen 
gloicli der Zahl der zur individuellen Existenz jenes Ge- 
bildes nötigen Bestimmungsstücke, so ist keine Über- 
bestinimung vorhanden, also tritt auch keine Bedingungs- 
gleicliung auf. Jede w^eiter hinzutretende Beobachtungs- 
gr(")ßo, welche in jenen mathematischen Zusammenhang 
eingeschlossen ist, liefert eine weitere Bedingungs- 
glcic'liung. 

Die Aufgabe der Ausgleichung bedingter Beobach- 
tun*;oii tritt in der geodätischen Praxis am häufigsten 
auf bei der Einschaltung von Nivellements- und 
Droiecksnetzen. 

Suchen wir daher als Beispiel die an einigen Dreiecks- 
netzen auftretenden Bedingungsgleichungen auf. 

Im Falle ausgeführter Winkelbeobachtungen haben wir 
dreierlei Gruppen solcher Gleic\iuiigeii^ mffl:ÄAR)EL\ 
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1. Punktgleichungen. Die Summe der in ununter- 
rochener Folge um einen Punkt herumliegenden Winkel soll 
B betragen. Zur gegenseitigen Festlegung von 8 Strahlen 
raucht man 

W = (8 — 1) 

nabhängige Winkel. 
Jeder weiter ge- 
lessene liefert eine 
unktgleichung. 

2. Winkelsum- 
lengleichungen. 
>ie Summe der drei 
►reieckswinkel soll 
Btragen: 

2 Ä + Exzeß. 




Fig. n. 



edes Dreieck, in welchem drei, jedes Viereck, in welchem vier 
sw. Winkel gemessen sind, liefert eine Winkelsummen- 
leichuB^. 

3. Seitengleichungen. Keiht sich Dreieck an Dreieck 
} an, daß man von einer gegebenen Dreiecksseite ausgehend 
ie anderen nur in bestimmter Reihenfolge auf bestimmtem 
Veg ableiten kann, „Dreieckskette" (s. Fig. 11), so können 

in 2 Dreiecken 1 Seite und 6 Winkel = 7 Stücke 
„3 „ 1 „ „9 „ = 10 Stücke 

4 „ 1 « „ 12 „ usw. 



n 



n 



n 



ekannt sein, mittels welcher die gegenseitige Lage von 
, 5 , 6 ... Punkten bestimmt ist. 

Notwendig zu dieser Bestimmung sind bei p Punkten all- 
emein (2p — 3) voneinander unabhängiger Stücke (worunter 
ich etwa befinden können 1 Seite und 2p— A Winkel), also 

ei 4 Punkt, od. 2 Dreieck. 5 unabhäng. Bestimmungsstücke, 



n 



n 
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Also sind unter obiger Voraussetzung 
im Falle der aus 2 Dreiecken bestehenden Kette 2 Stücke 



V) 


VI 


» 


n 


3 


11 


n 


11 


3 


11 


j: 


>? 


» 


■)i 


4 


11 


1» 


11 


4 


11 




Fig. 12. F 



Überschüssig, welche 2 , 3 , 4 ... Winkelsummengleichungen 
(für jedes Dreieck eine) liefern. Für Seitengleichungen bleibt 
in diesem Falle kein Raum. 

Sind diagonale Strahlen beobachtet (s. Fig. 13), oder die 
Dreiecke so gruppiert, daß man zur Berechnung der Länge 

irgend einer ihrer Seiten von 
einer bekannten Seite ausge- 
hend verschiedenerlei Winkel 
und Dreiecke wählen kann, 
„Dreiecksnetze" (s. Fig. 12 
u. 14), so gewährleistet die 
Erfüllung der Punkt- und Win- 
kelsummengleichungen noch 
nicht eine geschlossene Figur. 
Denn keine Methode der Win- 
kelausgleichung wird uns die 
wahren Werte der gemessenen 
verschaffen, auch die ausgeglichenen Werte sind 
Fehlern behaftet. Demgemäß werden sich für 

irgend eine der Strecken verschie- 
dene Längen ergeben, wenn wir 
sie, unter Benutzung der, wenn 
auch nach Punkt- und Winkelsum- 
mengleichungen verbesserten Win- 
kel, je aus anderen Dreiecken 
berechnen. 

Im ganzen sind (wie oben 
angegeben) zur Bestimmung der 
gegenseitigen Lage von p Punkten 
2 p — 3 unabhängige Stücke nötig. 
Sind eine Dreiecksseite und [w] 
Winkel bekannt, so ist demnach die Zahl der überschüssigen 
Beobachtungen: 



Winkel a 
noch mit 




ßV) 



ß = \w] — 1i^-Y^ 
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Dies ist gleichzeitig die Zahl der aufzustellenden Bedingungs- 
gleichungen. 

In Fig. 13 der gegenseitigen Festlegung von vier Punkten 
sind 2 p — 3 = 5 unabhängige Bestimmungsstücke nötig. Sind 
acht Winkel gemessen und eine Seite bekannt, so sind also 
9 — 5 = 4 Stücke übrig: wir müssen ß ^=A unabhängige Be- 
dingungsgleichungen aufstellen. Durch die drei unabhängigen 
Winkelsummengleichungen 



(a) 
(b) 
(c) 



«1 + «2 + «8 + «8 = 2 jR 

«1 + «3 = «6 + «7 
«4 + «5 = «2 + «8 



sind aUe in der Figur möglichen Winkelsummengleichungcn 
mit ausgedrückt. Als vierte Bedingung brauchen wir noch eine 




Fig. 14. 



Seitengleichung, welche den linearen Schluß der Figur 
gewährleistet. Wir erhalten sie, wenn wir, von irgend einer 
IJmfangsseite a (gleichgültig, ob ihre Länge bekannt ist oder 
nicht) ausgehend, die Umfangsseiten des Vierecks der Reihe 
nach eine aus der anderen ableiten, bis wir wieder zu a ge- 
langen. Dann hebt sich a weg und wir erhalten: 



(d) 



Sin «8 sin «2 sm a^ sma^ _ 
sin a^ sin «g sin « ^ sin oc ^ 



Bedingte Seo1>äc1itQiigen. 



"1 



In Fig. 12 haben wir neben einer Pnnkt- und seeJis Winkal- 
sammengleidmngen die auf g-Ieiche Weise erh&ltene Seilen- 
gleicbang: 



Da wir eine Seiteng-leichung im Falle der Dreiockskettc 
nicht nötig hatten, dagegen eine solche (und eine wdten 
WinkelsumtncQg-leicliting} bekommen, sobald wir in die Seile 
noch irgend einen zweiseitig beobachteten di^onalen StnU 
einschalten (Fig. 13) oder die erstere durch RUckkehr utf 
die Änsgangsbasis zum Netz ausgestalten (Fig. 12), »* 
erkennen wir: Ist nur eine Dreiecksseite liekannt, so ist 
die Zahl der Seitengleichungen gleich der Zahl 
Dreiecksseiten, welche gestrichen werden müssen, um ans 
Dreiecksnetz eioe Kett« in machen, die Zahl dar Winkelt 
Summengleichungen ist im Falle bloB zweiseitig 
teter Strahlen gleich der Zahl von Dreiecken der 
Strahlenaossehaltnng erzielten Kette + der Zahl der 
neu Seiten. (Ist ein l'unkt im Netz durch reinen 

oder Rück wärtaein schnitt festgelegt, so liefert seine 

und diejenige seiner Beetimniungsstrahlen keine Winktf 
Summengleichung, beide bleilien für die Feststellung der " ' 
der Bedingungagleichungen außer Betracht.) Für jeden 
einseitig beobachteten Strahl kommt ans der nach Vorig« 
festgestellten Zahl Ton Winkelsummengleichungen 
Fortfall. Die übrigen Bedinguugsgleiohungen bis zur 
zahl von ^= M — 2j) + 4 sind Ponktgleichane 

In Fig. 14 sind in 10 Dreiecken 30 Winkel 
1 Seite muß mindestens bekannt sein, gibt zusammen __ . 
kannte Stücke. Nütig sind für die gegenseitige FesUegai 
der 10 Punkte: 2ji — 3^ 17 unabhängige Stücke. AlsohiOK 
wir im ganzen 31 — 17=U lledingungsgMchungen, n^^ 
Kwar 2 Punktgleichungen (bei D und F), 10 Winkelsninind 
gleichungen und 2 Seitengleichungen. (Zum Zwecke der Zl 
rückfühmng auf die Kette seien k. B. <lie Seiten AK und X, 
ffestricben). 

Maji kann die Zahl dev "Bei\ingui\gä^t\i;"mnvij,e:a tftatt 
der Zahi der g^mossenen Wiix^cV «•■ai'ft ^ft ^w lai^ 
boobacbtetea Strahlen ausdrUtki:«- Sto4 m ™"™ ^'™*' 
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unabhängige Winkel gemessen, so ersetzen sie i^ -f 1 Rich- 
tnngen. Folglich ersetzen [w] in p Punkten gemessene 
unal^hängige Winkel [«^]+jp Richtungen. Setzen wir 
jeden Strahl als zweiseitig beobachtet voraus, so haben 



WUT also mit [w 

M 

Winkeln: 8 = ^^^ 



in p Punkten gemessenen unabhängigen 
r-^ je zweiseitig beobachtete Strahlen. 



Daraus erkennen wir: Sind «je zweiseitig beobachtete 
Strahlen im Dreiecksnetz vorhanden, so ist — eine 
einzige Dreiecksseite als bekannt vorausgesetzt — 
die Zahl der Bedingungsgleichungen im ganzen 

(70) /? = [to] — 2j? + 4 = 2s-3j? + 4 . 

Daxaus ergibt sich folgende 
Zusammenstellung der obigen Untersuchungen. 




ES 9 

«5 'SS 



•5 4» CO 
00 m 



• ej • X"" 

^ "~ -«^ -f^ ' 
Ol 



■ 

Ol 

43 CO 

ca CO 
ü 



Zahl der 
Wi n k e 1 8 u IM m e n 
gleichungen 



3 

5 

7 



2;? 



s— 3 = 
8-b 

8—1 

s-(2i) — 3) 





(s- 
(s 



+1=1 

5) + 2 = s— 3 
.7) + 3=5— 4 



(2p-3)}+p 

= 8-'P+l 



—2 



Sind von den 8 Strahlen 8^ nur einseitig beobachtet, so 
tritt an Stelle von s in obiger Gleichung die Differenz s — s^j 
also Zahl der Winkelsummengleichungen 

(71) {8-s')-p + l. 

Treten Richtungs- an Stelle der bisher vorausgesetzten 
Winkelbeobachtnngen, so fallen die Punktgleichungen weg. 

Die Zahl der zur Festlegung uivsetet " ^^^ ' 

''e zweiseitig beobachteten Strahlen sei ^ 
Weithrecht, Ausgleichungsrecbiivm«. 
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d. Gesamtzahl d. Bedingungsgleichungen also ß=28 — ^p-\-^<, 
die Zahl der Winkelsummengleichungen ist 8 — jp + 1 , 

folglich die Zahl der Seitengleichungen 8 — 2i?-|-3. 

Sind unter den 8 Strahlen 8' nur einseitig beobachtete (etwaige 
reine Vor- oder Rückwärtseinschnitte bleiben für die Zählung 
der Punkte und der Richtungen außer Betracht), so wird 

die Zahl der Winkelsummengleichungen = (» — «') — P + 1 

die Zahl der Seitengleichungen = s — 2p-\-S 

d. Gesamtz. d. Bedingungsgleichungen ß = 28 — 8^ — Sp-\-A- 

Sind mehr als 2 Festpunkte durch ihre Koordinaten 
gegeben, so liefert der Anschlußzwang weitere Bedingungen. 
So sind in Fig. 15 in 6 Dreiecken 18 Winkel gemessen 




Fig. 15. 



und überdies durch die 4 Festpunkte Ä, B, G und H 
5 unabliängige Stücke unabänderlich bekannt. Nötig sind 
für die Bestimmung der gegenseitigen Lage der 8 Punkte 
13 unabhängige Stücke, also brauchen wir für die Aus- 
gleichung 18 + 5 — 13 = 10 Bedingungsgleichungen. 
Hierunter sind 6 Winkelsummen- und 4 weitere Glei- 
chungen, welche die Festhaltung der als fehlerfrei vor- 
ausgesetzten Bestimmungselemente für die gegenseitige 
Z^a^e der 4 Festpunkte verbürgen. Von den letzteren sichern 
^irej das fehlerfrei gegebene YerlaäW-m^ ÖÄT^\i«3t^\^öfiw^^\x. 
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§ 26. Ansgleichnng bedingter, direkter, dnrch Zurück- 
führang anf Termittelnde Beobachtnngen. 

Das Yerfahren möge an einem Beispiele gezeigt 
werden : 

Die Beobachtung der drei Winkel eines Dreieckes habe 
die gleich genauen Werte ergeben: 

li an Stelle von a 

*'% n n n P 

^9 n '^^ n y • 

Die Bedingungsgleichung 

(72a) a + ß + y = 2R + Exz. 

wird durch die Beobachtungswerte l nicht scharf erftlllt sein. 

Vielmehr wird ein Widerspruch w sich einstellen, über dessen 

Vorzeichen wir dem allgemeinen Gebrauche folgend verfügen 

wollen: 

117 = Ist — Soll. 

Wir erhalten dann: 

(72b) l^+l^-\-ls — (2R + E) = w , 

Wir müssen nun jedem der Beobachtungs werte l für die 
Unbekannten a , ß und y eine Verbesserung v zuschlagen, so 
daß die Bedingungsgleichung (72 a) durch die verbesserten Be- 
obachtungswerte erfüllt ist: 

(72c) (l^+v,) + (l,+v,) + il, + v,) = 2R + E 
und wobei sich aus (72c) und (72b) ergibt: 
(72d) v^+v^+v^ + w = 0. 

Dabei müssen diese Verbesserungszuschläge v noch der all- 
gemeinen Ausgleichungsbedingung entsprechen: 

für gleich genaue Beobachtung: [vv] =Min. 

für verschieden „ „ [pvv]= Min. 

Die bisherigen Untersuchungen haben uns nun noch 

nicht gelehrt, auf welche Weise wir außer der letzteren 

und Hauptbedingung noch die Nebenbedingung (72 a) 

bzw. (72 d) berücksichtigen können. Am liebsten werden 

'wir daher diese weg schauen, m^^eoi ^\:t ^SÄ^'^ssset 
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Hilfe eine der Unbekannten (etwa y = l^ -\- v^) in de 
beiden anderen ausdrücken. 

Wir erhalten dann (unter Weglassung des sphärische 

Exzesses) 

Führen wir, wie bisher, für die Unbekannten oc und ß Nähe 
rungswerte ein und bestimmen die ihnen noch zuzufügende 
Zuschläge x und y als neue Unbekannte, erklären wir endüc 
die Beobachtungswerte l^ und l^ selbst als solche Näherung! 
werte, womit 

Y = 2R-(a + ß), 
so erhalten wir die Fehlergleichungen 

l'j = Ä — ?i = X 

V2^ß—k = y 



= 2R-(h + h + h) 



V, 



^2 = 



■X 



y—w 



deren Absolutglieder 0, 0, — w durch Abzug der feste 
und als solche fehlerfreien Näherungswerte an Stelle vo 
h ^. h' h getreten sind und mit ihnen gleiches Gewicht habei 
Aus den Koeffizienten und Absolutgliedem dieser Fehle: 
gleichungen erhalten wir wie bisher diejenigen der Norma 
gleich ungen: 



Koeffizient 
der Fehler- 
gleichungen 
a h \ l 



Probe 



Koeffizienten der Normal- 
gleichungen 

aa ah\ al \hh hl \ II 



Probe 



88 



1. +i: 0. 

2. Oi+li 



+i!|+ii 


















+1 
+1 





-VV 

^0 - 2j| 4-l^-H L\ +^o\-V-V-V^)\-V^^V>p'^^'^'«^• 
O'—wj —w ||-f2l+V-V-tü,-V'i\-VA-VA>«>-V'^> 
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womit letztere lauten: 

ar-j- 2y + tu = 
oder in abgekürzter Form samt den Koeffizientenproben: 



+2 +1 +w 
. +2 +w 



w* 



3 + w 
3 + w 



w* -\- 4 w -\- 6 (in Übereinstimmung mit 

der direkten Rechnung). 

Die früher gezeigte, gewöhnliche Reduktion liefert 

— w 



womit a 7 ^ 

wie vorauszusehen war. 

Das Gewicht des ausgeglichenen Winkels ß ist: 

der mittlere Fehler des Beobachtungswertes eines Winkels 



=±mi-±yi 



woraus wir erhalten: den mittleren Fehler des ausgeglichenen 
Winkels fy» yj ^ 

r 2 

Ist die Zahl der Unbekannten wie bisher = x , die Zahl 
der zwischen ihnen bestehenden, s.treii\^TAv^'c^\J^<sö.^<s^'^^- 
ding-ungsgleichuBgen = ß (wobei iva\x)it\A!Ö£v ^ ^ "^^ ^ '^^^ ^ 
önnen wir mittels der letzteren, Vy<ö notc^^J^'^;^^ ^ 
ne BediDgungsgleiohmk^ gezeigt, yxöxclCT ^ ^^^ 
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bekannten in den übrigen ausdrücken und damit diese 
ß Unbekannte samt den Bedingungsgleichungen weg- 
schaffen. Die allgemeine Ausgleichungsbedingung 
[v v\ = Min. oder [p «; v] = Min. liefert dann die Normal- 
gleichimgen zur Bestimmung der x — ß übrigen Un- 
bekannten, ihrer Gewichte und mittleren Fehler für das 
Verfahren nach vermittelnden Beobachtungen. 

§ 27. Ansgleichnng bedingter, direkter, gleich genauer 
Beobachtungen mittels Korrelaten. 

Die Wegschaffung der ß Bedingungsgleichungen d\u:ch 
Eliminierung einer gleich großen Zahl von den x Un- 
bekannten ist theoretisch zwar immer möglich, führt 
aber häufig zu schwerfälligen Koeffizienten der Fehler- 
gleiehungen. Bequemer ist es in vielen Fällen, samt- 
liche K Unbekannte beizubehalten, sie aber in ß neuen 
Unbekannten k auszudrücken, über die wir hernach ver- 
fügen. Durch sie, die „Korrelaten", vermehren wir aller- 
dings die Zahl der Unbekannten auf {x -{- ß)^ während 
wir sie nach dem Verfahren des § 26 auf {x — ß) 
herabdrückten. Gelingt es uns aber, die Beziehungen 
zwischen den ß neuen \md* den x eigentlichen Un- 
bekannten einfach genug zu gestalten, so wird eine 
Rcchenvereinfachung gegenüber dem Verfahren des § 26 

X 

eintreten können , sobald ß ^ x — ß , d. h. ß ^-z' 

Um jene Beziehungen zwischen den x ursprünglichen und 
den ß neuen Unbekannten (Korrelaten) einfach zu gestalten, 
sorgen wir zunächst dafür, daß die ß durch die Werte der 
Unbekannten streng zu erfüllenden Bedingungsglei- 
chungen lineare Form annehmen. Zu diesem Zwecke 
führen wir die Beobachtungs- als ^ähenmgswerte für die 
üh bekannten X , , . ein, und \)e\iaci\i\fößL ^\<b '-Äfiössö. tä^ 
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zufügenden Yerbesserungen v als eigentliche Unbekannte 
aj , 2/ . . . , so daß X= li+v^=l^-\-x^ F= ^ + ^2 = ^ +2/ ^sw. 
Mit diesem Kunstgriffe erzielen wir nebenbei noch eine 
erhebliche Rechenvereinfachung. 

Die ursprünglichen, durch die gesuchten endgültigen 
Werte X , Y , . . der Beobachtungsgrößen zu erfüllenden 
ß Bedingungsgleichungen : 

r |-Fi(X, r...) = o 

(73a) I ^F^(X, r...) = 

• • • 

-<— X Unbekannte— >- 

sind voraussichtlich durch die Beobachtungswerte Z^ , Zg • • • 
nicht scharf erfüllt. Letztere liefern vielmehr die Grlei- 

chungen: . F,{h, k ■ ■ ■) = ^x 

(73b) 1 F^(li, ^ ...) = M'2 

• • 

wobei die Werte w die Einflüsse der Beobachtungsfehler 
auf die Bedingungsgleichimgen darstellen. 

Die zur Wegschaffimg der Widersprüche w den Be- 
obachtungswerten l zuzufügenden Verbesserungen v sind 
gegenüber den Beobachtungswerten selbst jedenfalls so 
klein, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernachlässigen 
dürfen. Dann liefert die Taylor sehe Reilie an Stelle 
der Bedingungsgleichungen (a) die Gleichungen : i 

F^{X, Y,..) = F,{l,+v,, l,+v, ...) . 

F^iX, Y...)^F^(li+v^,l^+v^...) 

= F,{1„ l, . . .) -^ v^^ -V v^-^ ^ . . . = ^ 

JL u 



(73 c) 
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Durch Subtraktion (c) — (b) erhalten wir 



V 



dF, 
* dl, 






und mittels der schon früher benutzten Substitutionen 



(25 d) 



SF. 



= a 



dFj^ 



dl^ 



= h. 



dF. 



2 



dl^ 



«2 



dF\ 



dF 



2 



• • ^ 



oL 



= a. 



= b. 



die reduzierten Bedingungsgleichungen: 

I % i;^ + «2 1^2 + • — \-w^ = oder [av] = —w^ 
(ISd) {^b^v^+hyV^-l, \-W2 = „ [bv] = —w^ 



-<—x Unbekannte v—>- 

Da x^ ß j reichen diese reduzierten Bedingungs- 
gleicliungen zur eindeutigen Bestimmung der unbekannten 
Zuschläge v nicht aus. Letztere müssen noch der all- 
gemeinen Ausgleichungsbedingung genügen : [v v] = Min. 

Für den jetzt vorliegenden Fall, in welchem die x ge- 
suchten Verbesserungsgrößen v außer der gewöhnlichen Mi- 
nimumsbedingung noch ß Nebenbedingungen genügen müssen, 
haben wir bekanntlich allgemein folgenden Weg der Lösung: 
Soll irgend eine Funktion (p(X , Y, Z . . ) zum Minimum 
werden, während die Veränderlichen X, Y, Z ,,, noch ß 
Bedingungen von der Form 



I 
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itag erfüllen müaBen. so Uiftp v:*« ^^^ 
ose andere, welche die enu: imt '. ur o^. •• 
enthält. Werte für X. F Z »t- ... - 
genfigen, erftQlen auch dj<:lioa:2qr-j^^ 

titm ist z. B. 

wobei ßi , Of . . . l^ueflaj^r=>r: e:_ . ^ 
Terfugen. 

Wegen der MiniintauM^trc^w .^ ^ , 

£-?>. = r. ■'' _ 

und eiiialten damit e<^r&v. Xih*- 
voriianden sind: nhtiii»*^ ^ v- 
schließlich der ß >'ewfi'*ÄÄ:iJV^_.^- 
die ;c -J- ^ Unbekanntes- ^. > / 

MoltipliadereL wr il' 
toignngSjBieidinDK'ei- ^o 



so erhalten y^'if 



Zu ihrer .Siiiuni«r aoOi.-i.-; 
machende FunKti'^i 



/. ... 



v,c ./ <•. <• - <• 
und ordneaD na^-iij ' \^•JUlr \\\t «.n^j^, 
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Partielle Ableitung von (p^ nach den x Unbekannten 
v^^ V2 . . . liefert die ,^x Korrelatengleichungen": 

^' = 2«;i - 2(a, k^ + fci*^ + qA, + •••) = 

(75)] dw, 

^ =■ 2 1;^ - 2 («2 A^ + ft^ Äj + Cj Ä^s H ) = 



oder vereinfacht: 

t?i = a^ Ä^ + ^1 Ä:2 + ^1 ^ H ^. 

(75) { V2=«2^1+^2^+^^H I 



-/ff Korrelaten h- 



Damit haben wir die x unbekannten Zuschläge v in 
den ß zunächst ebenfalls noch unbekannten Korrelaten k 
ausgedrückt. Um letztere selbst zu finden, setzen wir 
die Verbesserungen v aus (75) in die ß reduzierten Be- 
dingungsgleichungen (73d) ein. 

Durch Zusammenziehen erhalten wir dann ^ Nor- 
malgleichungen zur Berechnung der ß Korrelaten k: 

|[a a] Ä^i + [a 6J ^^2 + [^ ^] ^3 + • • • + ^1 = Ö 4 
[ah]k^ + [hh\k2'\-[hc]k^-\ h «^2 = S 

-< ß Unbekannte 2; >- 

Zur Ermittelung der Korrelaten k werden wir jetzt 

dasselbe Reduktion s verfahren und dieselben Rechenproben 

verwenden, wie bei der Ausgleichung vermittelnder Be- 

\ obachtiingen. Zur Erlangung der TJüXi^k'axmten v , bzw. 

■^^ y. . . setzen wir schl\eß\\c\i ^^ \iet%OMÄ\feTv^«ssNfe 

'^er Korrelaten in die Korre\ateTig\e\ctofli^^^ V:}'^^ ^^^^ 
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Hieraus ergibt sich allgemein folgender Weg dor 
Ausgleichung bedingter, direkter, gleich fre- 
nauer Beobachtungen mittels Korrelaten: 

1. Aufstellung der ß Bedingungsgleichungen zwischen 
den X Beobachtungsgrößen JC, Y . . . in der Form 

(73a) F^{X, y...) = 0. 



2. Berechnung der "Werte t^?, welche die rechte Seite dieser 
Bedingungsgleichungen annimmt bei Einsetzung der 
beobachteten Werte / an Stelle der gesuchten X, Y . . . 

(73b) F^{\, l,.,.) = w,. 



3. Berechnung der X Koeffizienten a^b... aus jeder der 
ß Bedingungsgleichungen F 



(25 d) 



«1 = 



dF^ 



\- 



dF. 



ei^ ' 



cF. 



a. 



dF, 

OL 



Cf\ 



""=01 






K= -, 



6 F., 



ei 



X 



und Anschrieb der ^ reduzierten Bedingimgsgleichungen 

[a v] ^ fl^ t\ + «2 i'2 + • • • = — w^ 

[bv\^=\v^ + b2V^-\ = — ^2 



(73 d) 



4. Berechnung der Koeffizienten [aa]^ [ab] . . .[bb] . . . 
und Anschrieb der ß Normalgleichungen für die 

ß Korrelaten 
(76) / [a^l^i + [ab]k^ -V ••• ^«0)^=^ . 
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5. Reduktion der Normalgleichungen und Ausmittelung 
der rechts zuletzt stehenden Korrelaten k . Um- 
setzung der Koeffizienten und Berechnung der mm 
zuletzt stehenden Korrelaten usw. 

6. Einsetzung der gefundenen Korrelaten in die Korre- 
latengleichung (75). Addition der nach Q-leichung(75) 
gefundenen Verbesserungszuschläge 

zu /j , ^2 • • • j wodurch 

• • 

m • 

• • 

7. Bildimg von [vv] aus den Korrelatengleichungen (75). 

8. Berechnung des mittleren Fehlers m einer Beobach- 
tung. Durch die ß Bedingungsgleichungen sinkt die 
Zalü der unabhängigen Unbekannten auf {x — ß)- 
Die Zahl der Beobachtungen ist = x, folglich haben wir 
X — [x — ß] = ß überschüssige Beobachtungen und 
und als mittleren Fehler einer Beobachtung: 



(77) m = 4- 



I 



/ [v v\ 



ß 



{ 



Die Bildimg der Fehlerquadratsumme [vv] direkt aii^ 
den Verbesserungen v ist zwar deshalb nicht allzu um--' 
ständlicli, weil die letzteren (als Unbekannte) doch h&^ 
reelmet werden müssen. Gleichwohl ist es schon d^x' 
Probe wegen wünschen swei't, wie bei den vermittelnde x:i 
Beobachtungen \vv] auf j'nderem Wege zu gewinneo- 
Quadrieren wir jede der Korrelatengleichungen uad 
äc/d/eren, so erhalten wir 
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[vv] = [a a] fcjt, + [ab] KK + [« c] Kk,-\--- 
+ [ab]hk, + [bb] k,k, + [bc] k,k, + ■■■ 
+ [ac]Kh+ [bc] k, k, + [cc] k,k,-j---- 

m m 

woraus durch Vergleichung mit den Nonnalgleicluni- 

geii(76): 

(78) [v v] = — k^ w^ — k^w^ — k^w^ — . . . =^ - | /; w \ . 



Das in § 26 durch Zurückfühnuig auf verinittelnde 
Beobachtungen gelöste Beispiel gestaltet sicli jetzt wie 
folgt: 

1. Einzige Bedingungsgleichung: 

2. Einsetzung der Beobachtungs werte liefert: 

^^ — 1-/7.. ^J^ — ^—n' ^^ 



3. 



1 *1 j "/17 1 ^2 j J^Ji ' — 1 ~' ^3 1 



so daß die reduzierte Bedingungsgleichimg lautet: 

v, + t;2 + V3 = —w . 

4. Hieraus kommt [aa] = 3 und die Normalgleichiing 

Sk^ + w = , 
woraus 
5 k --- 

Nun liefert die KoiTelatengleichung (75) die Un- 
bekannten : 



Vi =z= «1 Äfj =x= — 



w 



w 



6. ^ Vj c= dj A;, = — — 



w 



V8 = «3^i = — -3- J 



und 
damit 



oc = li+v^-=l,— 



w 



3 • 



w 



ß = h-\-^2 = h — -^ 



y = h+Vi = h — 



3 
w 
3 • 
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w w* 



7. [vv]=-'k^w, = —'i€= ^ . 



^f 1 l/Q • 



8. w . . ^ ^ 

§ 28. Ansgleichnng bedingter, ungleich genanei 
Beobachtungen mittels Korrelaten. 

Der Bau und Inhalt der von den unbekannten stre 
zu erfüllenden Bedingungsgleichungen (73a) imd ( 
reduzierten Bedingungsgleichungen (73 d) wird dm 
den Genauigkeitsgrad der Beobachtungen / bzw. der 2 
schlage V nicht beeinflußt. 

Deren ungleiche Genauigkeit ändert nur die Minimuir 
bedingung in (p„^[pvv] = Min., so daß die Gleichii] 
(74) jetzt lautet: 

(p^^„^ r, ...) = i?i i?? — 2 Vi (oi Ä^i + 6i fcj + • • 

(74a) < + p2^2 — 2V2(«2^1 + ^2^ + " 

— 2 (kiW^ -\- k2W2 + • ' •) = Min 
Damit wird 



(75a) 






= 2p,v,-2{a,k, + b,k, + ...)=^0 
= 2p,v, - 2 {a,k, + Kk^ + ...) = 



woraus die Korrelatengleichungen: 

Pl Pi Pi 
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Wir erkennen, daß durch Einführung von Beobach- 
tungsgewichten Pi^ P2 • • • lediglich die Koeffizienten 
a , b . , . der Korrelatengleichungen in 

a^ bi a, &2 

JpT' ^ "' ' Pt ' 'p% '" 
übergehen. 

Setzen wir die Ausdrücke für v wieder in die un- 
veränderten reduzierten Bedingungsgleichimgen (73d) 
ein und ziehen wieder zusammen, so erhalten wir wieder 
ß Normalgleichungen zur Berechnung der ß Korrelaten k : 






+ 



+ 



ab 

Vp \ 
bb 

Vp . 


1h + 


ac 

[p J 
bc 

[p J 



ÄJg + • • ' + *^i = 



K-\ h w?2 







Die ganze Auflösung ist also gleich der des § 27, 
nur ist die rechte Seite der Korrelatengleichungen mit 
dem Gewicht derjenigen Beobachtung diu*chzudividieren, 
welcher die linksseitige Verbesserung v angehört. 

Noch einfacher ist es, schon die reduzierten Be- 
dingungsgleichungen (73 d) umzuformen, so daß sie lauten : 

j^v,^,+^v,^p,+^.^+w,=0 t 



h. 



VA 






'S 



Wc 



X Unbekannte v- 



^ 



Durch Substituierung von 



öx^ 



ai 



j^' 



6. 



_ 6. 



iK' 



t)^ = v^ • Vp^ ^'öä'^ • 
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gehen sie über in: 

bi Ol + b, üa H \-w^=0 , 

Jetzt hat man mit den Koeffizienten a , b , c . . . 
nau das Verfahren des § 27 anzuwenden und nur 
Schluß bei Berechnung der gesuchten Zuschläge v 
beachten, daß: 

aiA;i + biAr, + CiÄf, + ... = ö = ril/^ , 
folglich 



Vl = 


Öl 


^2 = 


Ö2 



Zur Fehlerberechnung braucht man [^t;v] = [t 
woraus der mittlere Beobachtungsfehler: 
der Gewichtseinheit 



^=+l/sp:=+|/M, 



einer Beobachtung vom Gewicht p 



m = 



Yp ' 



Zahlenbeispiel. 

Mittels geometrischer Einwägung wurden fok^nde Hö] 
unterschiede zwischen fünf Punkten Ä^ B ^ (f^ D^ E 
stimmt: 
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Strecke 
Nr. 


von 


nach 


Ah 


Lösung der 

nivellierten 

Strecke 


Zahl 
der Niv. 
Wieder- 
holungen 


1 


D 


E 


+ 10,194 m 


3,5 km 




2 


E 


B 


+ 10,659 „ 


2,6 „ 




3 


D 


B 


+ 20,871 „ 


1,7 „ 




4 


D 


C 


+ 40,791 „ 


1,0 „ 







B 


C 


+ 19,930 ,, 


2,3 „ 




6 


A 


E 


+ 38,460 ,, 


4,2 „ 


2 


7 


A 


D 


+ 28,248 „ 


1,9 „ 


2 


8 


A 


C 


+ 69,076 „ 


2,8 „ 


2 



Die Höhe des Festpunktes A ist zu 201,754 m gegeben. 
Welches sind die Höhen der übrigen Punkte? 

Lösung. Die eingewogenen Strecken bilden zusammen 
vier geschlossene Figuren: 

EDB, CDA, ADE, BDC . 

Bezeichnen wir die ausgeglichenen, zunächst noch unbekannten 
Werte für die eingewogenen Höhenunterschiede der Strecken 
mit X, wobei jeder dieser Unbekannten die in der Aufgabe 
gewählte Streckennummer als Index zukommt, so erhalten 
wir hieraus vier Bedingungsgleichungen, nämlich: 

-F,(Z...)= Z, + Z,-Z, = 0, 

F^{X..)= Z4-Z8 + Z, = 0, 

F,{X...)-^ X,-Z, + Z,=0, 

/;(z...) =+z,-z, + z, = o. 

Durch partielle Ableitung der Bedingungsgleichungen nach 
den Unbekannten erhalten wir für deii ¥Ä ^^vSk^r^^^Ssw'^^^ 
BeobachtDDg'eii die Koeffizienteii dei lL^iTtö^\«tv^^^^^^^'^^^' 



We ithrecbt, AusgleichungSTecbiiiuns • 



VL 
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rx: = ''^ = ^' 757="^ = ^' :^="«=^' 

.-^- = a,=0; ■55^ = as=0: 

.-A'!=^'=^; ri7 = ^^ = ^= -ö^ = *» = 0; 

= ^ = + 1; ^-^ = 2'8 = -i; 



cX, - -7 - ^ - , ^J^^ 



8 

?xr=^^=^' 7x7=^«=^> 7^=^«=-^' 

vx:=^^=^^ S=^^=^' lfe=^3=+^^ 

Die Einsetzung der ])eobachteten an Stelle der aus- 
gef^lichenen (zunächst unbekannten) Werte von X,,. liefert 
di(? AVidcrsprüche: 

F^ 10,194 + 10,659 — 20,871 ^ t^i = — 18 mm = — 1,8 cm , 
-/; 40, 791 — 09,076 + 28,^40 = 104 = — ^1 ^kojl^ — E,7 cm , 

J:_ JO,194—38A60 + 28,240 = ^o^=—^'^^^=—'^^^^> 
^J i^a^// —40,791 +19,9S0=-'«ß^ = -V^ÖTMö.=^V^^^ 
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Setzen wir als Gewichtseinheit eine einfach eingewogene 
Strecke von 1 km Länge fest und beachten, daß (gleiche 
Zielweiten vorausgesetzt) der mittlere Fehler einer geometri- 
schen Einwägung wächst proportional zur Wurzel aus der 
Länge, ihr Gewicht also umgekehrt proportional zur Länge, 
so erhalten die beobachteten Höhenunterschiede die Gewichte : 

1111 



^' ~ 3,5 ' ^* ~ 2,6 ' ^« ~ 1,7 ' ^' ~ 1,0 ' 
_J_. — _L. _J_. _ 2 



2,3 ' ^« 4,2 ' ^' 1,9 ' ^« 2,8 ' 

Damit gehen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen 
über in: 

\Pl ]P2 \PZ 

Ö4 = ög = Qß = a, = Og = . 






63 _ 1/2,8 



Ci = -^ = /3,5 ; C2 = C3 = C4 = Cß = ; 



V^ 1^ 2 ' « |/^ » 2 • 

b6 = -^ = |^; be = b,=b, = 0. 

Wir haben damit die KoefÄzieiv\eii ^et T^^^^al\^^^fe^ ^^- 
dingungsgleichungen gefunden, "we\c\ie \ms ^\^^^^'^^^ 
Normalgleichvmgen zur BerechüTiag ^et V\et ^ötx^^*^^"^ 
mittein. 
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1 1 ■ + 


a&lac'ab 


+ ( + !- + 


1. +1,87 +1,87 





3,& 





3,6 


» 


) 10 3,6 


ü. +1,61 








a,6 








P 


D Ö ) 


:t '-1,30 





'+1,30 


ij 








1. 


J i'o b ) 


4- 


1 



-1,00 
+1,&2 














1 ,0 l! ) 


ö, 1 


h 









» 


) jO io 3 


fl, , 
7. 



+0,97 


-i,45 
+0,97 


Q 

7h 


3 '0 ]0 ä,l 
3,96;0,95;0 },9: 


P. : — I,18i 








ob 


1,4 '0 b 3 










7,S 





3,Bl,7|3,350,95l,CJ6,5! 



Ans den Kormalgleichungen 
X8Ä, + Ofcj +3,5t, — l,7fr,~l,8 = 0, 
fr, +335 S-j + 0,95 *a - 1,0 k, - 3,7 = , 
3,5 i, + 0,95 fc, + 6^ J-s + ft, — 1,8 = , 

—1,7 t, -1,0 i) +Ofr:i + 5,0 t, -1-1,0 = 

ergeben sich auf bekannte Weise die vier Korrelaten k, . 
und aus ihnen mittels der Korrelatengleichungen die 
gewichtigen Verbesserungen B , welche durch Division 
\p in die gesuchten, den Beobachtungs werten zuzuschlag« 
Verbesserungen v übergehen. 











Formular 2. 


>l 


Lyiiuc;A.auutc uo/ 1 






^ 


s] 




- 


D,5 — 


646,9 




1132,0 






),5;,+ 


66,3 




743,3 






i,5,+ 


204,0 




357,0 






1 

+ 


987,4 


+ 


406,8 


[ ] ist 2282,1 ; 








m 

309,4 




541,5 


soU 2282,3 




M] 


5.1] 






3,0 + 

1 


270,3 




386,3 


(statt +386,3) 








678,0 


+ 


948,3 


(statt +948,3) 








629,9 


— 


900,1 


1 






i 1-2] 


5-2] 










48,1 




48,2 
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bciQaupt|ta . . 

|ud)sarfem, Ilt. 1G9. 

faiTMiiriitttnban, ■ll«tlt*Mi 

ncpctitorfnm b. StattmaHt «i 

mtdgllgfltn f snntln iinb Coft 
Arltljmtllf, Algcbni, olgcbt 

flnalpll», tbcm~ " '~'- ' 

mciric, tbcntn 



metu>TSliigl|it|en Snftltuts . . . _ , 
bam. mit 11 flbSUb. unb 3 lafeln. 
m. 170. \ 



akomttrlt h. i 
DlfftreiiLi b. 3nunanM|tl. d. 
SürtintiPiof. oitOtgl HMdu 
$d)n.-Siiifini. DtttUSIg- < 
' )ll|i|IUi<üirit)(.iwiiC.lnii^ 
, am Cipnnalfiim In Ulm. n 



wartftHtmmg hw 8. potTm^ftiU. 



e. % OdrchcnTcbc VcrUgrsbandtung, lUfpzfg. 



§>f >iMlgimr#»fto<m Dr. H6. SAiDap- 
po^, profelfor an öcr 5orftaIaoemic 
Ocnmaloe, Obteilungsbirtaent bei 
öcr QaiunftatUm öes forftU(^en Vtt* 
fttdtnDcfms. Hr. IOC 

JirvwHwrl, 9ii#. im jpetttriittit 

von Dr. Bnöolf Kleinpaiutn Ceipsig. 
Xbr.66. 

Dr. Ruöolf Xleinpaul tn teipaig. 
nt. 273. 

flknrMiWfifabrilwfi^tt. tEcrtU • 3n« 
bufteic II: mcbcid, IDirferet, pota* 
mcntlctetci, $pl%eii« unö (Baröinetu 
fabrUatlon wm $U]fabr{tat{on oon 
brof. niar ibfmiit, Direttor 6er 
XSittaL Cc(birifd)cii 3etitraIfteUe für 
tUtmßJnmtnt su Berlin, mit 27 
5i0Uten. IltlSo. 

f$tmhüfkt oon Dr. <L Reinl)er%, pro* 
tcffor an Ut Ce^nifcben f}od)fquIe 
QomiflDcc intt66Ab6Uö. nr.lu2. 

tOfraylti», 3lgr jn jmirdie « oon 
Dr. Sttom. dmntber, profeffor a. 6. 
Ccd^qcn Bod^fqule in mflnd)en. 
Sttt 62 Abbildungen. Itr. iri. 

iRfflrtt oon Dr. Siegm. (Büntber, 
leffOr an bet KÖnigL (Eecbnifdien 

lofbfqulc in IRfind)en. mit 32 

ibbubungen. Tbc. 2)6, 

— f.aud):£anb€srunbe. — tänöerfunbe. 

9M9l0aU o.profenor Dr. Cberl).5raas 
fn Shittgart mit 16 abbilö. un6 4 
Cafdn mit fiber 50 Siguren. Itr.I». 



\9tmn9Mt,^nainHrdit, bcr iRbtnt 
\p. PvoMlor Dr. m. Simon in Strafe- 
onsg. mit 57 5iguren. Itr. 05. 
—SMfqabtnfammiun^ fur^tta- 
Urlirtlitn GromctHc brr Cbrtte 
oon 0. füi. Bfirflen, profejfor am 
XgL Realgpmnaflum in ^djiDäb.' 
<Bnifinb. mit 32 Siguren. Itr. 266. 

■^ }mil«tiriltt« ^<# lUittitte« oon 
Prof. Dr. m. Simon in Stra|burg. 
tritt 28 HbbUbnngciL Hr. i«. 



IScmtctrit, BarflcUenbe, o. Dr. Hob. 
f^augner, Prof. an 6er UniDerjität 
3ena. I. mit 110 Figuren, ttr. Ui. 

— CBbcnc, oon <B. mal}ler, profeHor 
am (Bt)mnaUum in Ulm. mit 11 1 
jmeifarb. 5tg. llr. 41. 

— yroicittioe, in font^ei Bebanölung 
oon Dr. Karl Doeqiemann« prof. an 
6er Uniocrfitfit mund)en. mit 91 
Siguren. lir. 72. 

ecfOiidittt Bahifditt oon Dr. Karl 
Brunner, Prof, am 6pmnafium in 
Pfor3t)eim un6 PriDat6o3ent 6er (Be* 
f<^i(bte an 6er aed)n. Qod)fd)uIe in 
Karlsrul)e. Itr. 2;iü. 

— fiatitvitdftt oon Dr. I)ans (Ddel in 
Augsburg. Itr. 100. 

— bc» ^i|fantinir<tten flcUte« oon 

Dr. K. Rotl) in Kempten. Itr. l'.K). 

— Unttrrfte« im l^iitelalter (bis 
1500) oon Dr. $. Kune, (DbcrI. am 
Kgl. £u{fengi)mn. in Berlin, llr. :i-S. 

im Zeitalter bev Reformation 

tt. brr ycli0ion«ltricae oon Dr. 
5.Kur3e. ®beriet)reT am KgLCuifen« 
gt)mnaf{um in Berlin, ttr. 31. 

— — fielje audj: (Quellenlunbe. 

— ^ranioßfritc« oon Dr. R. Stcrnfelb, 
prof. a. 6. Unioerf. Berlin. Itr. s.'>. 

— <i$rieriiirritc, oon Dr. IJctnrid) 
Smoboöa, profeffor an 6er 6eutfd)en 
Unioerfitöt präg. Itr. 49. 

- bco lU. ^al|rl|nnbrrt« o. Osfar 
3äger, o. I^onorarprofeffor an 6er 
Umoerf. Bonn. l.B6d)n.: 1800— 1852. 
Itr. 216. 

2.B6(^n.: 1853bis(En6e6.3al)r^. 

nr. 217. 

?»vacl» bis auf 6ie griec^. Seit oon 
ic. Dr. 3. Bensinger. Itr. 281. 

- jCotltrintten», oon Dr. I)erm. 
t)er{d)sn)eiler, (Bei). Regierungsrat 
in Strafeburg. Itr. 6. 

- be» alten ^oraenlostbe« oon 
D r . Sr. ßommtl, ^xc^. ^ ^ - >a«iaöioJv. 



Sammlung äö{d)cn i 



( TtrlsBShandluno. tdprfo. 



b(i Urjtil bll 1439 Don Diaf. Dt. 
Scan) van Mtornis, nrubtatbdKl oon 
Ol Karl Ul)[ic], prgf. an tin UnlD. 



n Etofral L 



; fon 1526 fiisjut (Btaennail 
Srn^ DOnldoiits, 

- iläinirilrt. DOn RralgnmioHal'l^ic. 
Dr.JUI.Kodi lillBrUTKlDolft. HclB. 

- ül.rflMiI.B Dr. Pill), ßtcb, (DlHCL 
om (Dlirtgijinnflitam In Illoinj. Hc, l. 

- »äninrmt, oon Proltfloc iBlto 
Untmind, Hftloc tu Illlolaigqni' 



- SpanirdK, notiDr. «EuftaaDtRils. 

- bn Ctinnlt |ltt|t: Ulitnift. 

- btr tUnlnci |iel)t: IRalcttL 

- titr ^atlgtniBttk |. : lt[alt)<tniil!L 

- »cc Pluah |ii^: mu[l[. 

~ »(t iläbnODBili 1ict)t: pätaB'Sl'' 

- »tr Vhqrili Mflic: PUtJl". 

- txa bni(rri|cnpa(uan»f.:IIomiin. 

- >ir »ftttfrlTin S|>cailji Helj«: 
(BranunoHI, DtulfCqt 

— >(» bdiiniK» Vnttrrlrfrt*- 
luirin* |ic t : Untciild)IsiDElin. 

eir>iiiDit*R> 111(11 Mm ft. (Eiiiuctsiia 

I» titi. Bon Dr fm|l B(nil)(fin, 
ptoWIot — '- "- — "-"- "--"- 



lcFun»lTiltaI. 

Könur, (ein 



(SIttilillraiHBiardlit», ptt, ' 
Kin]lituii7nr, 3ngfiii(UI unt 
IUI ffleltroKiätnlt an (Kr üäi 
Sdioal of tI<d)iiDli>gil intnon 
mit 78 Sigurtn. Itr. 257. 

ClttrAtrkunM Don Dr. «tI| 
4aE(I In IDtin. mu 5 flUI 
Ilifl unk II Saffln. Hr. I5i 

(ßattfrii» ssn »traftar«. 
mnitn oon Riw, IDolfrani 
C|d)tnbad; u (fiolltrttt oon ! 
buiB flu5iDQbIii«shmbM. 
Ritl flnmcctuiigcn und Dtn 
DOn Dr. K. ntarolb. Prot, a 
Srleiidii|sloIlcsluin )u mOf 

Oraotmatih. «cBfliti*, Hnfr 

iStiif|lit|te bic btutldm ^td 
Sdtultal proTinei Dr. 9. fij 
ß«s6«n. rir. ■iU. 
- «rtiriiiUic. I: SormcnbAi 
Dr. Qans melQet. )häM 
bri KU|Jir|il|iil( }K nina 



■I: Bcbtulunnle^ff . 

1 Dr. fiani Ilietia, B 

Klofletidjult jn r 



nii^m Spiatfltbn non Pt 
Dt.m.DoilEtilnnTagbdnnt, 1 
UltHclIiailikiBirA*. Jkt 
lungf tlfll In flusnaM irätl j 
hodiOeutldit «rornmalb mit J 
tDärUrini* Don Dr. ID. • 
pn[. b.UnlDtT[IUUItatto^ 



^ nien[ii)nf|t 

leinr Saiifl. — Hnmritre, .. _.._, 

riiHii, uüii C. Rfbutann, iI)bCTld|ul> pioftnoT au tat ! 
ml In KaiIsrul)E. mit «clunA. Pcag. tlt.ai. 

Ililtsidiic oon Dr. med. fj.S(l[«.l ji.ljt oud): Rum»«» 

mtl 47 Hbb. u. 1 Saf. Hr. la. burt;, . Ct|cbiid|. 
micrHmtrrn oon IDrrntt Sombarl, I Saubclahorrirpi« 
peoUUot an b. UniottfiHLt GH*lau. 1 non Prof Ib. 
, / //. flr. a«. aw. ' '■'-■ " 

*-"W,Stsii.sffti pon_ ür, Bug. r 



r. 2S3. 



6trQatil«ts1diuIt In Kaiii.\ *?™"™ 



. . . , . 9«aai;, «m 
äWWitUoB, publiqu*. Hl. , 



mVmVH^n 



Jt'.T USi 








z». 



«tes. ZLz .- 

. Dr. Cm' Hcs>er :- Z''iz 
ag. I: Die Cfilc-.r':!-!:-:.;. 
ib U|R ncbcRjDrgc rii: :2 
Itc.20CL 

SaBmnixfRi, X£r.-:::3e. 
tataftric ur.6 PcRDaniies. 
lofflB. Hr. 2(1^.. 

; Amirgamf^ ClteniföeprS' 

not 6 aafcln. Itr. 'Ji7. 
miMtc« >er ktatm. tiatt- 
BK^»c#MI2rtcl#. I : (blas* 
ramifdic 3nöuftric oon Dr. 

Ranter in (Eliarlottenbnrg. 

Hafclit. nr. 2X1 

Dif 3BÖuf trie 6ct tanf UiAen 
HC nn6 bts xnSrtcU. Intt 



TZZ-yxLtizt K« SrcrNTT K^f^; 
Cr. 14Ä Iä:. 



Ilöryer. »er auMrAtfakt. Mm #«« 

C RcbnanL <Pt«cfAnI«ttt (ft KAti«. 
rubc. mit ^fun^Mt»U^rr ism :^• 
^: e J . fi. Seiler. IRtt 47 A^Nl^«ln^'^ 
un5 1 laficL Hr. US. 
|lrilhillotni|»i|ic von I^r UVUni^t^ 
Drofcnor an l«r UntiwrftMt «lw|h 
bürg. inUl90AbMUN Hv.VUx 

Hiikrmi «üb Plttrliliriini* X^Wx 
Cinicttung unb lUAntv^Mi^ is'n 
Dr. <D. C. 3(r<c3er. Pn^ftlVr «in ^«'\ 
UniMrItKU nittnflf r. Av U^ 

Hebe auA: Ctbfn, PmM^ 



$atnmlHn9 Göschen 



6. "S- QBrdidiTdif TtrlieBhandlung. E.(fpz{g. 



•ultnr. fit, kic ^tnainantt. S 

Btunq, 5iiir1if|uii% Didilung D 
I. fCobin S. Hino16. priDOlftej! 
on tti Unlmifliai IDitiL Hr. iäi. 
»Blturatriltfdili. 9ta«ait. soD 

Dt. Sdnti. aünt[)CT. üt.T«. 
Dünftc. 9I( BCanliirilTKi. ocn Hail 
KonumiHiin. 5n<^I(lit(i o. (i. (. t. 
SiMiI)l)d)in £(!}[■ und T)(r(ud|s- 



anltüU 



n tDfen. 



Hbbiltitng«! und Btilogm. Itt, 76, 
furirilitifl |iit|t : SUnosrovlilf . 
giobtrlina&i vm Gnrvpa DOn 

Di. Sian] ßrftitdili, Prof(t|oi om 
StnnclKD.3o(eiibliiuin In ItlSMing. 
mtl 14 II(EIIan«|tn und Diu. 
nniiniiKn unt liim Kotit bir 
Hlpcnrlnlfilung. III. 62- 
~ k«r r 

D 5taiulscoöo|(pbiRuminI1t6I>ltng. 

mii niE(Fiiad4>ii u. puTU. nr. .ui. 

XanbMHnntof Dan 4a»«i ixni piof. 
Di.ffi.KicnlelnKailiiulic. m.piofil, 
(Ublltiungtn und t Kant. He. l'J». 

- hf* Itäniacririi* $ai|trii nun 
Di. m. (bog. pnfelloi an bn Hgl. 
Iltdin, (jo*(diii1( Itlüni^n. Inil 
piBfUnt,abblia.u.1Kattt. IIt. ITU. 

- nsB ^MHMi-IInbantrilia Don 
Piol- Di.a ffippdlnBinnoi. mil 
ISHbbUdungniunblKart*. nt.28l, 

- nsB eiraq-Sstbrinncn oon pnj. 
Dr. R CargtnbHt in SlFa||Eiurg i i. 
— •■TbMIftjn." •" "-■'■■ 



Dr. 



^h R«cL Prohtl« im bi 
ul Hfütjbv-' "" " "•- 



UnlDCiltUl lOhnbuig. BMI B H 
^ Bnt 8 HbbiUung. Im Icp ... _ 
1 Hotte fn Smbnibni«. nt. 2i£. 
mh SllirctUi - Ibiaimt »on 
Dr. Cnfnb Srunb, fmDotbowi 
Ivr UotnrllMI min. niM lu 
Ulaftragmi. imi I Kant. Kt. 

J atmaiTiO). Oberfitrr« _. . .. 
PH"mat in Plauen, mil 13 Rl>' 
«wnuoi M. J Korft. nt. 'ÄS. 



ganlicalmnbc <■-..„ 
(SdinKbtn, normegtn 
ron tjffnt. Kiep, Et^i 
jium unb Cel|i(( *— ' 



>. unb I U 



Don Dr. Kurt Bon"* 
(Eeogriipl)!« im Ott fia 
In K°[n. um Ib Ih 



. . . (finll £ 

Hr. 237. 

Sfbcn, praffifTH, tB 

IranncrI. UuUuftj' 

iDuiiningin juni 1 
und ]ur Kubiun. 1 
Di. 3u1 Dlctf<nba(b( 
i. B. mit I Eofel 
bllbungen, Hr. 03. 

((r[in(i*t(tnilta««l« 

Idlung uiib flniRcrtun 

"-. DJ, Ootlifi. nt. S 

[«na D, ^arallcli 

I Di. (EomaE^L ' 

Sidil. ItiCDictilitit pbt 
Cl«|i unb IDotine. t 
3oa.r, profdlot <n> 6 
Wien. tnU47{UblIbt 

Slttrotur. »Ubmliki 
SiDmiRotlt, Ub«cV« 
Iduierungen ddh vi 

Jtfftcnoi •im Iltalg 
Im. m. 28. 
{Ittcotarbinlnnaicr k 
^Irrliunkrrt». An 
«rlllunn oon Di, Siri 
rinhocbtiKSnlgJnl 
HSnlgsbng L pi. Ib 



ttr UotnrllMI nHm. mil lUSirl- fcn> «Icdttiiflth bi 
/ aittltratlan. imi I Kutlt. Kt. '241,\ htui'BtiA*. ftiün 

r fmingai u. I Kam Ht. -aa. \ ^Vw.^* ^»^^^ 



$ammluti0 6$$Aen 



3c in elegantem 
£eintDan6ban5 



80}E>f. 



6« % 6dfcfl9en'fcbe Vcrlagrsbandtung, Hcfpzfg. 



%ttit^frl#II:#«m#$aili#. Aus« 
gcnSblt imö erläutert oon Prof. Dr. 
JnLSo^. Hr. 21. 

HI: fftm ftnoA lrf# Jl^Utit- 

kmWßn : #v<mi, i^nttnt, «r<i|avt, 
Imit Cfmii^^ itttb iawtL Hus« 
.ooDfi^It unb erldutert oon Prof. 
Dr. JiüiUM Soifyc. Tbc 38. 

lÜMratertii, 9it, bf# •Hcttt». 
I. Cell: Die Clteratnrcn d>ftafiens 
unb 3nMcns o. Dr. VH. ßoberlanbt, 
Prbat5»ent an 6ex UntoerfUöt 
fiMcn. nr. 102. 

— IL CcO : Die tfteraiuren bcr per* 

ß Semiten un5 Cfirfen, oon Dr. 
QoberUuiM. prioat5<qent an 
6er Unioeriit&t IDien. Kr. liSi. 

(lifVMtNVBtfdiiAtf« ^mVditt oon 
Dr. mar Xoq, profeffor an 6er 
tbrioerfirat Brcslait. xtr.81. 

— aetrtfdi^* ^tv lUafnktrf^ »on 
€aA tDelt6rcd)t, profeffor <m 6er 
MpdMen Qod)fd)uIe Stuttgart. 

— 9e«Mrl|«,^»#19«|UUtvl|ttitbeirf* 

DOH Carl IDeitbreqt, profeffor an 
6er CeAnifAen ßod)f^uIe Stuttgart. 
L IL Ar. 184. 18». 

— 0iMlir^ei oon Dr. Karl IDeifer 
in tDicn. Hr. 60. 

<Brttn63flge un6 ßaupttppen ber 

englik^en £iteraturgef<^id)te oon Dr. 
Hmoi6 IlL m. Sdjroer, Prof . on 6er 

San6eIs4od)f<^uIc in Kdln. 2 (Eeile. 
C 286. 287. 

— •rlnliirilte, mit Berfidfiditigung 
6cr ocfd)t<^te 6er IDiffcufd^aften 
oon Dr. Alfre6 (Berde, profeffor 
an 6ex Uniocrfität (Breifstoolö. 
Ilt.70. 

r4ltt oon Dr. Karl Dogler, 
effor 0. 6. Unioerfttfit f)t\beU 
Hr. 125. 

— m^r^f^^i l l^eiU Die isianbifd^e^ 
mid norwegilAt tittiatwc öes mitteU l 
ÄÄw Don Dr. IDoIfgong <Boltl)erJ 

g^^ «t «er Uniocrfit&t Rou' ' 




Citeratitr0(riiti<itte,|l0vtttQ{eRrfltf« 

oon Dr. Karl oon ReinI)ar6ftoettner, 
Profeffor on 6er Kgl. ([ed)nif<^en 
Qo<^fdquIe in mfinc^en. llr. 213. 

— iidmiril|«t oon Dr. I}erman]i 
3oad)im in Hamburg. Itr. 02. 

— Ki>Jpr<i|e, oon Dr. (Beorg polonsfii 
tn mfln^en. llr. 166. 

— ftlavirilie, oon Dr. 3ofef Kar/ifct 
in IDien. 1. Ceil: HIterc Citeratur 
bis 3ur tDie6ergc6urt llr. 277. 

2. (Eeil : Das 19. 3al)r^unöert. 

nr. 278. 

— fit^attiriiiCi oon Dr. Ruöolf Beer 
in IDien. I. II. llr. 167. K». 

Sa0aritl|iiicit. Dierfteüige (Tafeln 
un6 (Begentafeln für Iogar{tI)niifd)es 
un6 trigonometnf(^es Red)nen in 
xmti Sarben sufammengeftellt oon 
Dr. ^ermann Sd^ubert, profeffor 
an 6er <BeIef)rtenfd)uIe 6. 301)00* 
neums in I)amburg. Itr. 81. 

{iOgilt. pfpd)oIogic un6 £ogl( 3ur 
(Einführung in 6ie pl)ilofopI}ie 
oon Dr. til). Clfen^ans. mit 13 
Siguren. Itr. 14. 

fttiliev, Startin, diam. Sturtter 
tmb ba» |kird|enlicb bc» IB. 
f al|rl|ttnbert». Husaen)äf)It un6 
mit (Einleitungen unb £tnmerfungcn 
oerfeljen oon Prof. 6. Berlit, (Dber* 
lebrer am Itilolaigqmnafium 3u 
£elp3ig. Itr. 7. 

IRaanctietitn«. (Cbeoretifc^e Pbnfi' 
III. (Eeil: Cleftrisitöt un6 magnctis* 
mus. Don Dr. 6uftOD Jüqer, 

grofeffor an 6er Unioerfitöt IDicn. 
tu 33 HbbUb. llr. 78. 

maUrel, «crdfUtte ber, L n. III. 
I?. V. oon Dr. Ri(^. inutf)er, pro- 
feffor an 6er Unioerfitöt Breslau, 
llr. 1U7-111. 



$diiitiilund 6$$Aen 



3etn elegantem 
Ceinoanöbanb 
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6. % eSrcbcuTcbc Terlagsbandlung» Hefpzfg. 



ülat-i iUftttf- ttttb •ciiiiiltt#- 
nftftn oon Dr. AuguftBnnb, Prof. 
an öerQanbebfi^uIe InKöIn. nr.283. 

ülfiDitttiatire von Dr. Otto Hö^m in 
Stuttgart. Hr. 221. 

ülat^ctttatik, ttt rdiidttc htv^ oon 

Dr. H. Sturm, profeffor am Ober» 
gqmnaf tum in Seitenftetten. tlr. 22G. 

medfattik. (TTieoret. X>M^ I. ^«i(: 
me<^anif un6 Afujtit. Don Dr. 
6uftai> 3dger, Prof, an 6er Unio. 
IDien. m\t 19 H66UÖ. tlr. 76. 

illeere#imttbf, |ll|t|^riite« oon Dr. 

<5er^ar6 Sd^ott, a6teiIung$t)orfte()er 
an 6er Deutfd^en Seeoarte in fjam» 
bürg, mit 28 Hbbilö. im tlest un6 
StEafeln. Hr. 112. 

SnetoiU (Anorgonifi^edljemie 2. (Teil) 

0. Dr.(Ds!arS<^mi6t, 6ipl.3ngenieur, 
Hffiftent an 6er Kdnigl. Baugeioerf« 
jd^ule in Stuttgart. Itr. 212. 

metaUaibc (Hnorganifi^e (£f}emie 

1. dein oon Dr. (Ds!ar S<^mi6t, 
6ipl. Ingenieur, flfiiitcnt an 6cr 
Kgl. Baugen)er!f(QuIe in Stuttgart. 
Kr. 211. 

Plete0r0l00ic oon Dr. ID. (Crabert, 
Drofeffor an 6er Unioerfit&t 3nns* 
orud. mit 49 Hbbilbungen un6 7 
(Cafein. tlr. 64. 

]||ineirfil00U oon Dr. R. Brauns, 

Srofeffor an 6er Unioerfität KieL 
U 130 Hbbilbungen. Hr. 29. 

2llintieratt0 tmb $inrttd|^idtttttt0. 

tDaItl)er o. 6. DogeIn)ei6e mit Hus« 
iDaI)I aus minneTang un6 Sprud)« 
bic^tung. mit Hnmerfungen un6 
einem tDdrterbu<!^ oon Otto 
Oüntter, Profeffor an 6er Oberreal« 
fd^ule un6 an 6er tCec^n. E)0(^f(^ule 
in Stuttgart. Hr. 23. 

Ü^Uaif htv flllaisf en« Don Dr. 
W. miguJa, Prof. a. 6. 5orftata6emie 
^fma^. tm 60 Bbbüb. Ur. Ul. 



ülllnfittfrttt« ntag^ tllfiits« tt 
tDi(^tsn>efen oon Dr. Hug. 

grofeffor an bcr QanbelsK^ 
9In. tlr. 283. 

mu n ter» Wioma»* titartiii i 
Cn^omos tnumer un6 6as Kird 
6es 16. 3al)r4. ausfnofi^l 
mit Einleitungen unb Hnmerl 
oerfeben oon prof. (b. Beritt, * 
am tlif olaigpmn. ju £eip3ig. 

mstflk. •cfdiidit» htt alten 
sttmeiiOtfrlUittt, oon D 
maller, tmt yi^lreidKn $ 
unö tnufifbcilagaL Xlx. 12L 

iklitfUiaiirdro iüt m uuM if i 
p0hH0n*U^vt} 0. Stcpban 
I. IL tmt oicictt Xtotcnbeif 
nr. 149. 160. 

|inttflk0trd|id|to htm 17« «1« 
abrktittbcrt» oon Dr. K < 

in Stuttgart, tlr. 280. 

- ht0 19. falftfftathtvH Xh 

K Orunsft} in Stuttgart 
tlr. 164. 166. 
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^ufkkithvt.Tmtitntthnt o.S 
Kre()I in Ceipsfg. ttr. 2201 

IlltttkoloaU« 9lctttrd|c, ooi 

5rie6riq Kauffmann, profef 
6er UnioerfU&t KieL Ur. 16. 

— <$Hedfird|f mtb riHttirdfi 

Dr. ßerm. Steu6ing, Profefj 
Kgl. <Dt}mnafium in iDursen. 

— fiel)e au<^: {}eI6enfage. 
Ilautik. Kur3er Hbrift 6es lOg 

Bor6 oon E)an6ebf(^iffen 
manbten tCeils 6er Sqiffa^rt! 
Don Dr. 5ran3 Sc^ulje, t 
6er tlaoigations^tl^ule 3U 
mit 66 Hbbilbungen. ttr. 84 

llibeisttiaf, jler« flftt Ui R\ 
un6 mitteIood^6eutf<!^e <5rai 
mit !ur3em iDörterbu«!^ oon 
(BoltI)er, profeffor an 6er Unii 
Hoftod. tlr. 1. 

\itf)t auA: Ceben, Deutfd 
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. „ -. -Anat0* 

-Ptnholpgiit icr. ?-. 

IP. VaaaUa, Drofeffor an ^eT 5.^r>:. 
atatemlc Cifcnadi. tlüt 50 .-^b* 
UamnuoL Hr. 141. 

{9|bni|mv«idi.JPa*. «Einteilung ^o$ 
I jiet ümitii Pfian3enreid)s mit öcii 
wMfiMttn unö bcfannteften arten 



5. Reinede in Breslau unö 

Dr. n). nnaula« Drofeffor an bn 
^ncftalaöcmte Cifenad). llUt ßü 
jlgÜlfflL Xtr. 122. • 

Üfkniftimiflt« Hie, htv ffitwüfftt 
von Dr. U). tnioula, Prof. an hrr 
5te1lafa5emie Cffenad). UtitDOnb- 
mbimgen. Zlr. 158. 
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DojcMto A lliiiu nin« 
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titih sihritiM(riiii.iii ti 
Htm <Mi(ii»», KiipKfi 
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iaatk ]ur CinfEbr. 

Il)ll>>iral)ic, »n Dr. II). 
. . 1. mil 13 Slg. Hl. U. 
)lfk|di«itMik. <intD»H|| htr, Don 
Dt. S S- Eipp» in ErtpjiB. IHü 
> SlgiUKn, IIi:. Sh. 
Pmvm, ImttcanlUilii mt tnttn- 
Butirdit JwlBstn. Stn rurjer 
^KbKd Don KiglmingsbauiiKlilcr 
Rddolt OosMi <Db«I(^«t an ttr 
Igl balHnn niaid|lncnl>au|if|ult in 
Polin mUtoblKldiniiUibtUiungtn. 
ftl. 2W. 



W( pi)U 



ab.UniDcrfUaKCQMnsm. ZBanbe. 
m. 279. 2Ba 
IcdnuB, •anfBiäiinirilif«, »an 
HfdiBrii 3iill «berttfir« on 6« 
^(nllld|<n ^antitlsltliranflalt bir 
DtdtKnn Kaufmann (ibaft. 1.11,111. 
Ht 13». 110. 1B7. 
lUAtatclin. JUlatntlat, <nn Di 
■^ Stambcrg Im «baclo"— — 
Sic nidiiobt. iiT. i&i. 



^än^Mtrt. Dai I 

««( Don ®B.rtt. 
Huri Eompfrt, t 

mit IS AbMItmiD 



In btr «inmiilt 

In blt «trifft 
D. Dr.5canjo.D 
a. b. llnlDtrf. «< 
btlDungcn. tlcU 
aittnU. fit »nttr« 
Efuns Rmtln 



nt.ä 



Sb. SlKiÄcrg In CbacloHtnliura, 
IjlHc in<«l)<ibt. IIMäu. 
n: Dai Sqfitm. Dr. vm. 

Vadit»rd|iife. ga Intimatiannlt 
aoBinltiiK. D«n 3 tttubtrg, 
fialkrl Rtglnungsral, olllglltti bes 
KoitctLpattntanns 3uBn'lln. Hi .271 . 

Itcbtltitn. ptBtrdK, D. Qani PTab|t, 
* "-'— oteHor In Bombtig. 



, §ii|ii[|inti(i*. ITIct 

|d)ult Dan Dr. R. 

oberl(lt«i in flni 

^tnpiiclna $lnit 



Ttnn lafcl. Ux. Ol. 
||(llal(ra«atrii|Uit(, aiHinanint- 

liilli, Don D. Dr. IHat CStir, Oiof 

an bn Unibtciliät Bceslau. tlc. 34a. 

^kirAi. Bon ptoFtlfaT Dr. tb- 

munb Baibn. tlT. ss. 

— ilc^ auA BuMbo. 
|l(llaua*niill(n{ .. 

acralctditnlitn, vun f i<^. 

adidis in BrtniEn. Ilr. 2U£ 
üanon. iEe[^<il|t(ti.ticuiid)tn: 

non Di. litllmulf) Ulitlft. iir. ^j. . 
«iirFirdi-^'otfdi» «iiri>räd,«liiul| I 

Don Dr. ärii^ B»ni(t(r. pcoltfioi "- ■ 

/6er Unlatrfität pcag. flT. UH. 
mumfdit» girtHtuH mü CBloüot 
Dr. ^rldiBtmitn. Pwfejloi 
UniBtrfUai Pias- «r. UV. 



ns 3atob (niriR 
ijaultn. 3n Husn 
Kon Prof. Dr. J. 
an tur UniDCTfitdl 

^eitalaglt non p 
fldjEils In Bnmti 

SpHrntfnlirifiiitlin 
II: nitbfrd, IT» 
tltrmi, Spietn. 
fübritalion und S 
Crofftiot ntar «ü 
K6nial. II«(|nt|dx 
II<;ti[Onbiiftric }i 

j 9iicail)btnlinältr, 



(«ilroo. 



n n.Di.'Kiii.t!)«!» 
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Sanmlung eSscben 



TcTt*crab>ndluna, I^lpzfg. 



sojaf. 



ttaUimft, PvbubIMiIi Stpamtnt. Sit Cntfldgung bts ftittn 

"■-K SmiiUT, prtDiütojnit 1I(jlmnniB Don Lic. Dr.I" •"'— 

iRfilAl roitn. l: Caul> in 3cna. Hc. 272. 

_ _ _ IDoRtiW I. nt. 12S. - Dtc Sntlicbung bts neuen ITeltii- 

lI:a)oBI»6nltiLSitntiii.nr.26a mmliMnpiorLic.Dr.aatIII(ni~ 

— »mMtm: von Dr. S. Bioiteb tn Bonn. Itr. 285. 

Mmn,^Dt<1lDi an ba UnlDnfitiU SivtU-fnknlMi ll: mcbnd, IDll- 



ffiMtartdit. pttHmribf, Don Dr. 
"-^ '™— -Simto, piohnoi: an fc« 
" — - lItU«. Xtc. 398 



tIrtU, I. Sdl : Cl< Siunblt[)TRi bu 
SMtS ftOTitT KSrpn v. JD. floubti, 

ffto^I.3^fl■ mit B2 Jig. llr. 17S. 
CfU: flngtimnMt Slotit. mit 
61 jtgHmt. ui. 170. 
flMMnqrtli« na^ ton Softtm don 
f. X. ^mlibcrflCT mn Dr. (tlbtrl 
Sto ii W iHBlaHrt ba Kot. SUnui. 
3i)lttnt> Cicäcn. tlt. 216. 
CAih>4 >« Dtnlnf a^tin DeutlAcn 
StnHK^f* (Ciiilg.-SDft(ni SMlj» 
S^n^miitt Sdiiontt, Ct|t|indcn u. 
timn fliil)ana v. Dr. Elm|cl, (Dbct> 
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ÜKcr tai'Xi2«ttni4aut<3 ' Snuiltn- 
fMÖ. Ift;e6. 

~'>Mt« Don Dr. C. IDttttlnA, 
[«r a. b. UnlDcrltldt EUblnaen. 
1 Btbab. nT.2ul. 
fttfMButrb Don Dr. R, lElaltc In 
Stutlsait mU44jtgunn. nt.37. 
HUnmttt non KatI (Dtta flailmiinii, 
Snantcl^utoorttan» In Cd^i. ITIII 
T VoDbUtem unb 195 1[t[t<3UiK 
IlTotleNtn. tlr. Di. 
nl|MalaBU,Ula(mrint ditistrihfi 
■m Dr. IEu|l. RaulK in (Il)at> 



sattlet, 

iKT KSidaUäicn (tc^n. ScnttalttcUi 
für fftmi-anBuItdt 3« B«riln. I— 
27 He- tit. 18G. 

Ul! SildiMti, BIrfi^«tti._5fiibi... 
und ll)tc ßllfs(taft< mm Dr. IDUD. 
niaflDl, Ctl|in an iKi Pmift. b^^. 
Samämli fOi Stftflliiiiuttrit f~ 
IMdi. not 2S 51a. nt Li«. 
rtraubif>Mtnih(1I«bnlId|e matnib 
Itbtt) Don H. molt^ct unb TII. 
nSltingii, I>fpI.>3ngtni(nTtn. HIU 
Mjlg. nr.242. 

«itrHslBiii» I: Cnlftttuno i 
tDtlltTtUbung btt tffcttDcfl, _. 
]t(l)ungtn )ui oigant|if|tn Hatut 
oon Dr. Btinrii Slmrolb, Prolfttor 
an bei IlniDc^ltäl Ctlnjls. mU 
33 RUlItungtn. llr. ]:i1. 

■~ II: B<3lcl]ungen bti Ilctt jut ._ 

fani|il|<n Hatut non Dr. l^dntlili 
imtotli, Prof, an btt UnlDcr|<tät 
t>t|^lg. mU 35 Abbflb. Ttt. l».' 
Kitrets anlief ( iiiin Dr. ftmol 
3acabC ptofe||aT b«T Soologlf a 
lux XgL 5orilaIabtinlc lu abatanb 
mit 2 Hatten, ni. 21H. 
Klfrbsnbt D. Dr. S^ani o. IDagnei, 



M Mt f m tW aWt, Jfit, mit btjanbmi 
BROdtldillgung bct <i)ntl)ttt1d)in 
niMIioben Don Dr. »ans BuÄtter, 



Slirreldi, 9a*, I: Sfiugtttm El 
ISbecftubleniat ptof. Dt. Uuit Ear 
ntrt DorfUli«! Eu Kgl. natumUr 
InblTHtls In Stuttgart, mit IS A 
bUbungcn. m. 232. 

iEftc|Bil|llltarc, Hllgtmelnt unb [piil. 
tllc, DOn Dt. Paul Ill]ipen in Btilln. 



Xiii^-Z OT&T^»^ 



Sammlung 6ö$d)cn i 



•I YrrUgehandlung. I^^pcfg. 



«crdiidile bt» »»ttrri|(n«>tl(l- 
tldilABiirin* nun Prof. Dr. SAfb- 
im Seilet, tlltriloi !xi K9I. <Bi|iil' 
naflums ju £uifau. 1. Sf il ; Don 
flnianB an bis jum 4i ' ' 
3iil)tt)uiitKiis. nr. 275 
(I. aiil: Itom Cfoi 



1 Aes 19. 



Hr. 2 



"ffi 



MAMt *tt lUtnril|l|*lt D. I 

lorU Aotints, Prof, an btt Un 
„__ Ji.„. „,_ ^ 



lilemrlTditn, — -,. ,.,. — ,. 

»(Cbliififii Sihopfuiigtn, mit bfjon- 
6et(t Efrllaildiügung fret fnlit. 
noUonalfn Dccitdgt oon Ui, i£u;iav 
Btluttr.pateiitQniiiüIlinllipriDlIfn' 
Burg. tu. 211a. 
yirAditmnavniiillttniatlli Don Dr. 
{t[|r(b Cocmi). Prof. an 4>ir llnlD. 
Jrdburp i.B. Hl. ISO. 



.1.73, 



mil 5i 



Inn 
IDieii. 
yelluliik. pa» ftiBirilti 

Etmat)!! Unit (iläutert DSnl 
II. 3ul.Sofjt Et. -26. 
ypIkaiflrtMiaftsltliT) D. Dr. Intl 
Jobs. Suill*, Pro'-" 
«crtitat jrtlbutg 
IIViktfnKrIMrariaiisIillH 



DValtliaBllltb. Ba«, Im DeTsnialie 
arr «rf*ri/l üftrlfftl uuO trlÖulMt I 
— pror. Or. 6- flUliof, (Db(rklii«'i 



pnf. a. b. (Dbttrcdli^u 
tt«4n. fjodjldi. m Stuttoi 
aartnhun»t, oon Dr. 1 



Waxtn. mitwabbilbun 

— II. Hell: (DrganijAt a 

36 flbbilttungiiL lU. £ 

Vävmi. SbtiiitKIdiE pi)q 

£1(^1 unbtDärnW. Bon 

3igfT, profcDoT an bcr 

IDttn. nut «T flbHlb. 

mtncniltliTt, BfdnrtTit 

mabBBamik) Don K 

DI, ttätHng«, OiaL.: 

mit £4 siguitn. m ! 

IHörAmi. llRtil.3nl 
tDSWtnl, BIclAnit, « 
<l)it QIIFstlofTtDanDr.il 
£cl,T»(inbRl)itu|.UI 
für iHtlHnOurtrUta K 
28 519. Hl. isa 

IHalTn'.^Pa», UnA Mm ) 



!r,Dt))Li3ngM 



n. HealgijmnaHuni C 



in 3nbu[tri« 1 
CninC<Iwr,D 

mit 1B (ttHl . 

ntcbtrri. IhitUOHtellll 
bcnl, Diatnl. peU» 
Spt^ unb MMm 

mar «KrUtr, »idlsi 
(tiafn. Stntialfltllt (Bi 
bultrlt 3U Berlin. BKI 27 

bttel. üHrhrd. pSh 
Spi^tn. unb (BatMlH 
und 511if<i6iitatl<in so 
IRri Surtln, OtrtlUT 
St^n. ZinlcalfttUc Rl 
6u|lrt(juBstlin.miiW^ 
Utalfram Bsa «Unb 
mann d. Hut. njolftu 
iaiti unii SotlfHit oon 
fluKOat)! aus Htm l)f| 
Hnmectüngtn u. IDORci 



i$aiiiiiilung 6$$Aen 



3e In elegantem Qf\ \\\f 
Celnroanöbanö OU f^\* 

6. J. 6drcbcn'rcbe TcrUgsbandlung, Hcfpzfg. 



110^ öer neuen &eutf<{)en 
ling oon Dr. Qeinri<!^ 

wHAlttfr. von Dr. $txb. Detter, 
f.anb. UniocifttOi präg. tlr.«^. 
»M|»i» oon Prof. K Kimmtd^ 
lilQni. TOM 17 (Tafeln in (Eon«, 
StoÄoi» ttn6 ibolbbtüd u. 135 PoU« 
nb Ccttbittcrn. Hr. 89. 



Scidftieti, fSeotitctrirdte#, oon {}. 
Beder, Hr<^iteft un6 teurer an öer 
Baugen)er!f(f)ule in ITtagöeburg, 
neu beorb. d. Prof. 3- Oonöerlinn, 
biplom. unb ftaatl. gepr. Ingenieur 
in Breslau. ITtit 290 5ig. uu6 23 
traf ein im Zt^t. tlr.oä. 



IDeitere Bönbc erf^cincn in raf^cr S^Ig^. 
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Sammlung mathematischer Lehrbi 

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den I 
Praktikers Rechnung tragen und zugleich durch eini 
Darstellung des Stoffs auch für den Nichtfachmann v( 

Q. J. GSschen'sche Verlagshandiung i 

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen 



1 Eletn^ntar« Arlthmttlk und Algebra 
von Prof. Dr. Hermann Schubert 
in Hamburg. M. 2^. 

2 Eltmentare Planimetrie von Prof. 
W. Pflieger in Münster i. E. 
M.4.80. 

3 Ebene und sphärische Trigono- 
metrie von Dr. F. Bohnert in 
Hamburg. M. Z— . 

4 Elementare Stereometrie von Dr. 
F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40. 

5 Niedere Analysls I. Teil: Komblna- 
torlk.Wahrscheinlichkeltsrechnung, 
Kettenbruche und diophantische 
Gleichungen von Professor Dr. 
Hermann Schubert in Hamburg. 
M.3.6a 

6 Algebra mit EinschluB der elemen- 
taren Zahlentheorie von Dr. Otto 
Pund in Altona. M. 4.40. 

7 Ebene Geometrie der Lage von 
Prot Dr. Rud. Böger in Ham- 
burg. M. 5.—. 

8 Analytische Geometrie der Ebene 
von Professor Dr. Max Simon 
in Straßburg. M.6.— . 

9 Analytische Geometrie des Raumes 
I.Teil: Gerade, Ebene, Kugel von 
Professor Dr. Max Simon in 
Straßburg. iVL 4.—. 

10 Differential- und Integralrechnung 
I. Teil: Differentialrechnung von 
Prot Dr.W. Frz. Meyer in Königs- 
berg. AL 9.—. 



12 Elemente der d 
metrie von Dr. 1 
Hamburg. M. 5 

13 Differentialgleich 
Dr. L. Schlesin 
bürg. 2. Auflag 

14 Praxis der Gleic 
C. Runge In Hai 

19 Wahrscheinlichk« 
gieichungs-Rechr 
Bert Herz in W 

20 Versicherungsma 
W. Grossmann 

25 Analytische Geon 
II. Teil: Die 
Grades von Prc 
Simon in Straß 

27 Geometrische 
I. Teil: Die p 
formationen nc 
Wendungen von 
Doehlemannin/ 

29 Aligemeine The 
kurven und Fläi 
Professor Dr. V 
in Reutlingen u 
Karl Kommerei 
M. 4.80. 

31 Theorie der alg 
tionen und ihr{ 
Oberlehrer E. 
Straßburg. M.I 

32 Theorie und Pi 



Sammlung Schubert 

O. J. OOschen'sche Verlagshaadlang, Leipzig. 



: IWirdbneatliinale Gaometrle I. Teil: 
DtollnaannRiumevonPral.Dr.P. 
IL Sehoute In QroD Inge a. M.IO.— . 



-_ -liIl.Tsll; 

.-p Prol. Dr. P. H. 

Ic Iq QraninEen. M. 10.—. 



. «• Optik von Prof. Dr. 

L Claaiea In Hsnibure. M. 6,- 

■ nHMto in Elaktrliltlt und il.. 
■•■Hlltaui LTaJI.' EJektrostatlk' „ 
n< ElaktniklMlIk von Prol. Dr.i''^ 
]. □•■■cn Id Hambucg. M. 5.— .' 

BnMrtadtrDaktrliltltu.d. Magne-'^O 
Umhi* II. Till: MagnetigniL 
Elsktrr " "- 



<llg*ni*lni Thgorl« dar Raum- 
kunen und MIchen II. Teil 
Pro!e9sDr Di. Victor Kommer 

Reullingen u. Professor Dr. 

KommereMlnHeilbronn. Nl. 5S0. 

45Hiadara AnaDila II. Tsll: F 

tlonan. Potanzralhcn, Olelchungen 

Yon Professor Dr. Herman" 

Scliubert In Hamburg. M. 3B 

ThaUluimtlonan u. h||>eralltpllsch« 

FunkUonan von ObErlehrer E, 

LandfriedUn Strasburg. M. 4.50. 

Thermo dvn am Ik II. Toll von Prof 

Dr. W. Voigt, catlingen. M. 10.— 

NIcht.Euklidliche Bcomatrla v. Dr 

Llebmann, Leipzig. M. 6.50. 

ithnlleti« []in«rBntlaIglalcliun 

balleblgar Dnlnung von Dr. J 

„.^ iiie zu''ciau'athal. M.Y^-. 

algabralschen 51 Llnlangninatrla mit Anwanilungai. 
V. Dr. Helnr. It. Tail von Professor Dr. Konrad 
er. M. ia— ,| ZIndler in Innsbrucli. M, 8. 



n Prof. Dr. 



Wieleitner 

In Vorbereitung bzw. projektiert sind: 



■MMri* i*r Aitranaml 

Etnat Hutwlg In Bamberg. 
Miwallliil» Oaagraphla von C 
. Eimt HiRwIg in Bamberg. 



Allgem. Farm an. 

Kinamatlk von Professor Dr. Karl 

Karlsruhe. 

Eltktmmignet. Llchtthaorla von Prof. 

-r. J. Classen in Hamburg. 



Ml T. PniLEilchOeyger in Kassel 



Dr. A. von BraunmQhl _.._ 
.Dr. S. Oünther in Müncbi 
■iMBik von Professor Dr. Karl 

Hmn In Karlsruhe. 
TNkalaolw MMhaalk von Prof. Dr. 
. Kart HeuD in Karlsruhe. 
iNtttla von ProfesBor Dr. A. Oalle 
^ kl Pobdam. 

■paala« Fiinktlgmnthaarla von 
^Pul Epstein In Strasburg. 
iPWIak* prd|akU>a Gaomatria. 
^»mabtMeh» rnnirarnitlonaa ll.Tall „ „ . „,„ 

«in Proftssot Dr. Karl Doehl«-!''"*^*».''"" 

Dr. K>il\&ninA\K4W 

' - -d Ol. V 



der Flieh*» drlHar Ordnung. 



A. Wange rin In Halle. 
Elattliltlt*- und Festigkelttlehra .... 
"■ - Dr.lng.H.RelBneT 



Berlin. 

Eiaatiziuit- u 

Maichli 



_.._ Festigksitilahra h,. 
mbau von Dr. Rudolf 
In Stettin. 



Räch na 



_*— ft» Ig Heidelberg. 
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G. J. Oöschen'sche Verlagshandlung tti Le 

GrunürifiilerHanileüseosrii 

Dr, Max Eckert 

f'rivaldoienl der Erdkunde an der Universum Ki< 

2 Bände 
I: AllBemeine Wirischafts- und Verkehrsgeogra 

Preis: Broschiert M. 3.S0-, gFb. in Haibfrani M. B 
II: Spezielle WIrtschafts- und VerkehrsBeograpli 

Preis: Broschiert M. 8.—. geb. in Halbfranz M, 9J 



ind VerkelirsgeDerapiiie umfaBt, darzualellea, Ihr Wesei 
\ufgaben besllmmt der Verfasser dahin, daB sie von der K 
allgemeinen Lage und der orographlschen und hydrograpbii 
auisetzungen aus die gründliche Einsicht in die Erweibi' 
k^hrsverhaltnisse sowohl eines einzelnen Landschaftigetl 
' [S einzelnen Wirtiehaitareiclies, als auch der gesamten I 
er Berilckslchligung der wichtigsten hilmato logischen, ■» 
volkswirtschaftlichen und politischen Faktoren, vermittelt. 



Leitloden der Hondelsseosn 



Dr. Max Eckert 



Preis; In Leinwand geb. M. 3.- 
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r\ieser Leitfaden ist idr die Hand des Schiller 

*-^ allgemeinen ein Auszug aus dem vorstehenden „Qn 

i Handelsgeographlt," ; wenn sich abet auch die stoffliche 

/ Im großen und ganzen nach diesem "«eiV rttVMft, » * 

/einzelnen Pualtien bedeutcnile VcrtnieTuntiio Non.»;wnR' 

i Außerdem wurde das stall sti sehe BcIi"«t1s. a\i\<\TvWiw^« 



|_Q . j. Göschen'sche Verlagshandlung In Leipzig. 

Allgemeine und 
zielle Oirtsthaltsseosrflphie 

Dr. Ernst Friedrich 

l'rivaldoient an der Universiiai Lelpiig 
Mit 3 Karten 

Preis: Bioschietl M. 6.80, geb. In flalbliani M. B.TO 

B Buch sucht In ein hologlllaohsa VepalUndnlB der 

K WirtschBfl (Produktion und Verkehr) einzuführen, indem es i; ' ' 

■tede anliche Wirtschait als Teil in dem zusammenhangen Jen 

I teliurliche Fsktoren bestimmten Wirtschaltsie ben dir Erde 

lit Dabei wird, wie es richtig ist, die Produktion der Lai.dcr 

n Vordergrund gestellt, der Verkehr an zweiter Stelle behandelt. 

[Zcichcnl^unsl: 

thodische Darstellung des gesatnlen Zeichenwesens 
ter Mitwirkung erster Kräfte herausgegeben von 

Karl Kimmicli 



; 582 Seiten, mit 1091 Text-IHustrationen. 
sowie 57 Färb- und Lieh (drucktaf ein 



Preis: gebunden NV. 25.— 
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